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Zur Quantenmechanik einfacher Bewegungstypen. 
Von E. H. Kennard in Kopenhagen. 

(Eingegangen am L7. Juli 1927.) 

Es wird die quantenmechanische LSsung einfacher Bewegungstypen (Elektron im 
homogenen elektrischen bzw. magnetischen Felde, 0szillator) nach der Di rac -  
Jo rdan-He i senbe rgschen  Methode gegeben. Das Ergebnis kann dahin formuliert 
werden, daft der Unterschied der Quantentheorie vonder  klassischen in solchen 
einfachen F~illen nur in der H eise nb e r gschen Unbestimmtheitsrelation zwischen 
den Werten kaaonisch konjugierter Yariabeln besteht. Die Voraussetzung daftir 
ist, daft das ,,Wellenpaket" yon S c h r S d i n g e r  im Sinne der neuen Theorie als 
,,Wahrscheinlichkeitspaket" umgedeutet wird. Nebenbei wird die mathematische 

Theorie an einigen Stellen ausfiihrlicher dargestellt. 

Schon in den Arbei ten yon D i r a c  ~ und J o r d a n  2 hatte die 

Quantenmechanik noch fiber die Arbeiten yon S c h r S d i n g e r  hinaus eine 

tiefgehende mathematische Ausbildung gerund en. Je tz t  hat  H e i s e n b e r g ~ 

eine wichtige Erganzung nach der anschaulichen Seite bin gegeben und 

die Grundbegriffe der Theorie sind in einem bald erscheinenden Ar t ike l  

yon B o h r  noch wel ter  au~gekl~rt. Durch diese Arbei ten schein~ der 

Grundbau der Theorle yon materiel len Systemen in ziemlich vollendeter  

Form dargestell t .  In der vorl iegenden Abhandlung wird das ,Wel len-  

paket" von S c h r S d i n g e r  im Sinne der neuen Theorie als , ,Wahr- 

scheinlichkeitspake~" umgedeutet und es wird an einfachen Beispielen 

gezeigt, wie der Ubergang zur klassischen Theorie gerade durch die 

eventuelle Zerstreuung des Pake~s vollst~ndig aufgeklfirt  wird. ~ebenbei  

sind auch einige Punkte der mathematischen S t ruk tur  etwas ausffihrlicher 

dargelegt. 

Der neue Ansatz  yon H e i s e n b e r g  is t  aus der konsequenten Be- 

strebung entstanden, jeden Zahlwert  einer dynamisehen Variabeln als 

Ergebnis eines miigliehen Experiments aufzufassen. Behauptet  man z. B., 

ein Elektron sei zurzeit t m i t  einer geg@enen Wahrscheinl ichkei t  in einer 

gewlssen Lage, so bedeutet das: e ine .genaue Beobachtung der Lage zu 

dieser Zeit, e twa mit  einem 7-Strahl-Mikroskop, wfirde das Elektron mit 

jener Wahrscheinl iehkei t  an dieser Stelle zum Vorschein bringen. Bei 

1 p. Di rac ,  Roy. Soc. Proc. 118, 621, 1927. 
P. J o r d a n ,  ZS. f. Phys. 40, 809, 1927. 

8 W. H e i s e n b e r g ,  ebenda 48, 172, 1927. 
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solchen Beobachtungen soll es nun prinzipiell unmSglich sein, ein kano- 

nisches Paar yon Variabeln, wie etwa Lage und impuls, gleichzeitig mi~ 

unbegrenz~er Genauigkeig zu messen; man kann immer nut Wahrsehein- 
liehkeitskurven fiir ihre mSgliehen Werte {eststellen. Die genaue For- 
mulierung dieses Verhaltens gesehieht am einfaehsten mittels des yon 
P a u l i  eingefiihrten Begriffs der ,,Wahrscheiulichkeitsamplitude" uud der 

yon D i r a e  uud J o r d a n  erweiterten 3iatrix~heorie. In unwesentlieh ab- 
gegnderter Form kanu man das zugrunde gelegte physikalisehe Prinzip 

so aussprechen: 

Alles, was wit yore Zustand eines Systems unter gegebenen Um- 

stgnden wissen, l~l~t sieh in Form einer Wahrscheinliehkeitsamplitude 
angeben. Sei diese M (x 1 x s . . .  x~), wo x lx~ . . ,  xu (u = Anzahl tier 

Freiheitsgrade des Systems) irgendwelche unabhgngige und miteinander 
vertausehbare dynamisehe GrSl]en des Systems sind; bedeute~ M* den 
koniugiert komplexen Weft  yon M, so ist i ] [ M * d x  l . . .  dxu die Wahr- 
seheinlichkeit dafiir, dal~ eine genaue Nessung des Wertes der Variablen 

zwischeu x 1 und x 1 -t- dx l ,  x2 und x~ ~- dx 2 . . .  ergebeu wtirde. Es l~il3t 
sieh danu die Wahrscheinlichkeitsamplitnde fiir irgeud elne andere Gruppe 

p 

z ~ . . .  Xu yon unabhgngigen miteinander vertausehbaren und mit den , '  
dynamiseh verbundenen Gr0i3en aus M gewinnen durch Multiplikation 

mit derienigeu Transformationsmatrix S ( z l ,  . . .  z,t, x ' l . . .  *~), die vom 
x-Schema, in welehem die x zahlenartig diagonal sind, zu dem x'-Sehema 
transformiert, in welchem die x' zahlenartig diagonal sind; d. 11. 

. . .  ~;,) .... j ' . f~t( ,~ ,~, . .~ ,~)  s<~,l,.. ~,,; ~ ' i . . .  ~ ; ) d x , . .  ~11-(x' 1 dXu. (1) 

Als ~ oder als x' mSgen z. B. die Koordinaten gew~hlt werden, und 
dabei kSnnten die x sieh auf eineu Zeitpunkt und die x' au[ einen anderen 

beziehen; oder sic kSnnten hupulse sein, oder zum Tell Koordinaten und 
zum Teil die zu den anderen Koordinaten gehSrigen Impulse, oder die 

Energie nebst ( u - -  1) anderen mit der Energie vertausehbaren GrSl]en, 
wie z. B. dem Impulsmoment, usw. 

Die Wahrseheinliehkeitsamplitude kann als komplexes Wahrschein- 

liehkeitspaket betraehtet werden, welches eine bestimmte Ausdehnung 
hat und sieh mit der Zeit bewegt; oder abet wir kSnnen die daraus 
fo]gende Wahrseheinliehkeitsvertei]ung als reelles Wahrseheinlichkeits- 
paket au{fassen. Letzteres ist dem SchrSd ingersehen  Wellenpaket sehr 
nahe verwandt, wie unten erlgutert i s t  Auf die physikalische Be- 
deutung der Wahrsehein]iehkeit selbst kommen wit aueh unten bei Be- 
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spreehung des ,,Unbestimmtheitsgesetzes" [Gleichung (27)] zuraek. Zu- 
naehst wollen wit aber die nStigen tIilfsmittel der Transformations- 

theorie kurz anftihren. 

1. Die e r w e i t e r t e  M a t r i x t h e o r i e .  

Fiir die meisten Einzelheiten der mathematischen Struktur ver- 
weisen wlr auf die grundlegenden Abhandlungen yon D i r a e  and 

J o r d a n  (1. c.); bier wollen wit nur die Theorle an einigen Punkten 
etwas ausfiihrlicher ausbauen, die die bier in Betracht kommende An- 

wendung betreffen. 

Wir werden mit Matrizen arbeiten mtissen, in welehen die ,,die 
Zeilen and Kolonnen numerierenden Variablen" versehieden sind and 
eventuell auch ganzlieh oder zum Tell nur diskreter Werte f~hig sind. 

In diesem erwei~er~en Sinne unterscheidet sieh eine Matrix nur wenig 

yon ether gewShnlichen Funktion zweier Veranderlieher (oder mehrerer 
Paare yon Veranderlichen). Nach meiner Effahrung hat man eine vie] 

fibersieht]iehere Sehreibweise, wenn man denselben Buehstaben fiir die 
eine gegebene Variable in allen Schemata darstellende Matrix gebraucht 
und die unabh~ngigen Variablen dann nStigenfalls durch angeh~ngte 
Buehstaben angibt. Wit bezeiehnen also die Matrix S, deren ,,horizon- 

tale und vertikale Variablen" x und y sind, unter Umst~nden mit Sxy, 
und ein Element davon, als gew~hnliche Funktion yon x und y betrachtet, 
mit (S)(x, y) oder S (x, y) oder auch, falls x liir beide Variablen steht. 
mi~ (S)(x', x") oder S(x', x"). Dann ist in zwei Dimensionen: 

we die Integration fiber das ganze zul~ssige Gebiet yon y~, y~ zu er- 
streeken und fiber Teilgebiete, we diese Variablen nur diskreter Werte 

fahig sind, dureh eine Summe zu ersetzen ist. 

Um nun auch im kontinuierliehen Falle diagonale Matrizen zu haben, 
~iihr~ D i r a c ein Symbol ~ (x) ein, fiir welches alle Relationen mit anderen 
Symbolen gelten sollen, die beim Grenziibergang ffir eine Funktion q} (x) 
gelten, welche dem Werte 0 fiir alle x =~= 0 zustrebt, wghrend stetig 

(oder wenigstens beim Grenzfibergang) I ~ (x)dx ~ 1 ist. Die Gestalt 

von �9 (x) ist dabei innerhalb wetter Grenzen (bet nicht alizu grol]er Un- 
stetigkeit usw.) ganz willkfirlieh. Auf ghnliehe Weise entsteht 8' (x) aus 
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der ersten Ableitung einer solehen qO (x). Dutch nahere Betraehtung des 

genannten Grenziiberganges stell~ man folgende Gleichungen fes~: 

8 ( - -  x) ---- 8 (x), (3 a) 

8' ( - -  x) ~ - -  8' (x), (3 b) 

x 8' r  ~-- -- 8 (x), (3 e) 

f (x) 8 (a - -  x)  d x ~ f (a), (4 a )  

,I f (x) 8' (a - -  x) d x ~-~ f '  (a), (4 b) 

in welchen fiir f auch eventuell 8 oder 6' stehen kann. 
Manehmal gilt  kS, eine Gleichung wie g (x, y) ~ 8 (x - -  y) zu be- 

weisen. In einem so]ehen Falle ist tier linksstehende Ausdruck stets 
mathematiseh sinnlos (z. B. ein divergentes Integral), und die Gleiehung 
besagt etwa fo]gendes: wenn eine kleine Abanderung der Funktion g (x, y) 
so vorgenommen wird, dal] der Ausdruek einen Wer t  erhalt, und g (x, y) 

dann ihrer urspriingliehen Form zustrebt, so nahert sich der Wer t  des 

Ausdrueks dem Grenzwert  0, falls x =r y, wahrend ~g(x, y )dx  und 

~g(x,y) dy den Wer t  1 besitzen oder doch in der Grenze wenigstens 

annehmen. :4hnlieh heil]t g (x, y) ~ 8' (x - -  y) : wenn g auf diese Weise 
abgeandert wird, so wird sie zu der Ab]eitung einer Funktion der eben 
beschriebenen Ar~. 

Diese Eigenschaften mtissen v o n d e r  Art  der Einfiihrung des Para- 
meters unabhangig sei~, was in den tatsaehlich vorkommenden Fallen 
ohne Beweis geniigend einleuchtet. 

Die Einheitsmatrix heiflt dann in einem (x, x) Sctlema: 

(Ix ~) (x', x") z 8 (x' - -  x");  (5)  

denn, wenn S irgend eine Matrix in diesem Schema ist, so ist nach (3 a) 
und (4 a): 

(S  1) (x', x' ) --~ ~ S (x', x) d x 8 (x - -  x") --~ S (x', x"), 

oder S 1 ---- S.  In  u Dimensionen ist 
t fl tt rr re r, 

( 1 )  (X'I, X2,  . . .  X u ; X.1, X2 ,  �9 . . X,t ) ~ 8 (X'  1 - -  X2) 8 (X'  2 - -  X 2 ) . . .  8 ($C'~t - -  XU) , ( 6 )  

und fiir eine Diagonalmatrix 7" gilt: 

~t tt P t rt 
T ( X l ,  . . .  X u ;  X l ,  . . .  X,t ) - - ~  T ( x l ,  . . .  x~t ) 8 ( x  I - -  X l )  . . .  8 ( x  u - -  x ~ )  

tl H ! ,r r 
- - ~  T ( x  I . . . .  X u )  8 ( x  I - -  x i )  . . .  8 (x: t  - -  x u )  , ( 7 )  

wo das zweite und dritte T eine und dieselbe gewShnliehe Funktion der 
u u  darstellt. 
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Die beiden definierenden Gleichungen fiir die Reziproke einer Matrix 
in einem ,,gemisehten" Schema sehen versehieden aus, z. B.: 

Trotzdem werden wir  beweisen, daB, wie im diskreten Falle, die eine 
dieser Oleiehungen die andere mit sieh zieht, wenn das Funktionensystem 
der Sxy vollstiindig ist; bet der ,Normierung" braueht man also nut  dafiir 
zu sorgen, dal] die eine Gleiehung befriedigt ist. 

Set S~ (x, y) die Bezeiehnung far S (x, y), wenn es dutch Einfiihrung 
eines kleinen Parameters a so abgegndert wird, daft folgende Integrale 

konvergieren; dann besagt die erste yon Gleiehung (8), da stets S -~  (y, x) 
-~ S* (x, y) sein muff: 

lim ~ ~ S 1 (x', y) S* (x", y) dx" dy - =  1; 

(9) 
lim S~ (x', y) Sl (x , y) d y = O, x' ~ x". 
C r  

Betraehten wir nun die Integralgleiehung 

(y") = ~ cf (x) S*(x, y") dx, (10) J~ 

wo J1 (Y") als willkiirliehe Funktion und cp (x) als die L()sung der Glei- 
ehung aufzufassen sin& Dann ist 

Ftihren wir hier rechter Hand die Integrat ion naeh y' aus und lassen 

wit  alsdann g gegen Null gehen, so konvergiert  nach (9) die so gewonnene 
Funktion yon x' gegen Null fiir x' ~, x; also leuchtet es naeh (9) eln, dal3 

~ ~ y ) SI (X , y') d x' d y' : (~ (x). ]im q~(x')S l(x, ' * ' 
~ = 0  

Jetz t  setzten wir den so aus (11) gewonnenen Ausdruek fiir q)(x,) in 
(10) ein und erhalten: 

lira J~ (y") = lim ~ ; J~ (y') S~ (x, y') S* (x, y") d x d y'. 

Da nun J~ (y) willkiirlich ist, so sieht man leicht, dai3 diese Gleiehung 
nur dann bestehen kann, wenn 

lim ~ S  l (x ,y ' )S*(x ,y ' ' )dxdy '  = 1 

lira ~ S~ (x, y') S* (x, y") d x = :  0, y' =-~ y", 
~ 0  

was gleiehbedeutend ist mit  der zweiten yon den Gleiehungen (8). 
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Welter brauchen wir eine Matrix, die zu einer gegebenen Diagonal- 

matrix kanonisch koniugiert sei. Im gewghnlichen Sinne kann nun eine 

solche Mas iiberhaup{ nieht existleren. 
Im diskreten Falle bedar~ diese Behauptung kaum ehles Beweises. 

Im kontinuierliehen Falle branchen wit  nur zu beweisen, dal3, wenn /]  

eine diagonale und B irgend eine andere ~[atrix ist, so ist 

( A  B - -  B A )  (x 'x ' )  = O. 

Is{ nun B nicht diagonal, so ist 

( l l  B) (x' x') = [ _4 (x') ~ (x' - -  x) d x • (:c, x') = .A (*3 t~ (x', x') ; 

und gertauschung yon fl] und B gndert an diesem Ergebnis niehts. Is{ 

dagegen auch B diagonal, so is{ [naeh (4 a) mit ~ [iir f ] :  

(,q B) (*', x") =-  ~ A (x') ,~ ( x ' -  x) d x  B (x") ~ ( x -  oc") = .A (x') B (x") ~ (x'- x"), 

(B/1) (x', x") ---- ~ B ( , ' )  ~ ( x ' -  , )  d x et (x")/~ (x -  a"') ---- B (x') A (a,") ~ ( , ' -  x"). 

Die rechtsstehenden Ansdriieke sind aber gleiehwertig; denn sie ver- 

schwinden heide [tir x ' : ~  x", und man ha{ z.B.  [tir irgend eine f ( x )  
naeh (4 a): 

I f ( x ' )  A (x') B (x") ~ (x' - -  x") d x' 

= ~ f (x ' )  B (x') A (x") r (x' - -  x") dx '  ~ -  f ( x" )  A (x") B (a:"). 

Die kanonisch koningierte )~atrix kann also nur symboliseh sein. 

Im Schema, we die Koordinaten q~, . . .  q~ ~olgende Gestalt haben: 
r t r r  qr ( q , . . .  q~; q~, . . .  q'~) = q,.~ ( d  - -  d ' )  . . .  

: q ; '  ~ ( ~ ' 1  - -  q ' l ' )  " "  " (~(q;t- ~',~), ( 1 2 )  

hat D i r a c  gezeigt, dal] die Matrix pr :  

lo~ ( d . - .  ; d ' . . . )  = ~ ~ ( d  - -  q;')  �9 �9 - ~ ( q ; , - ~  - -  q;- ' -  ~) ~ '  (q,.  - -  q;:) 
i tt r rr (~ (qr+ , - -  q~+ ~) " "  (~ (qu - -  qu), (13) 

we ~ ~ h /2  7~i is{, zu qr kanonlsch koniugiert is{. Den Beweis kann 

man sehr ein[aeh geben, z. B. in einer Dimension: 

(P q -  qP)  (q', q") ~ ~ .f (}' ( q ' -  q) d q q" ~ ( q -  q") - e ~ q' ~ ( q ' -  q) d q (~' (q-q")  

= ~ (q" - -  q') 8' ( q ' - -  q") = ~ ~ ( 4 - -  ~") ---- ~ ( l q r  (q', q"), 

naeh (4a) mlt f ~  8' nnd (3c). In (12) und (13) kSnnen auch die 
impulse ~o und die Koordinaten q bei gleiehzeitiger Umkehr des Vor- 

zeichens yon ~ umgetauscht werden. Matrizen, in denen nebs{ Zahlen 
Z e i t s e h r i f t  f i i r  ~2hys ik .  B d ,  X L I V .  22 
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hOchstens das Symbol ~ vorkommt, wollen wir zahlenarr nennen, Matrizen 

wie p~ oben, die doch aueh diagonal sind, symboliseh diagonal. 

Bei Anwendungen der Theorie mul] man nun sehr oft yon einem 
Schema, in wclehem gewissc Variablen zahlenartig diagonal sind, zu einem 
neuen iibergehen, in welchem andere Variabe]n diese Eigenschaft besitzen. 

Ftir die Auffindung der nStigen Transformationsmatrix haben D i r a c  und 
J o r d a n  eine allgemeine 3Iethode gefunden. 

Nehmen wlr z. B. an, wit haben ein Schema vor nns, in welchem 
die (einzige) Koordinate x als 5Iatrix zahlenartig diagonaI is~ und der 
zngehbrige Impuls ~ die einfaehe Gestalt (18) besitz~, und wit wollen 
zn einem neuen Schema iibergehen, in welchem eine Variable z, als Funk- 

tion z(~, x) gegeben, zahlenartig diagonal ist. Sei S (x, n ) d i e  nbtige 
Transformationsmatrix, :won  irgend eine Funktion yon z (eventuell die 
,,Quantenzahl") bedentet, die ~vir als nnabhgngige Variable benutzen 
wollen. Dann beweisen iene Autoren folgende Differentialgleichung fttr 
S [z. B. Gleiehung (11) bei D i r ac ] :  

( O, x) S(x, n) = z(n)S(x, n). (14) z e ~  

Der Differentialoperator ist hier in der t~bliehen Weise aus z (~, x) durch 
Ersetzen Yon ~ dutch sO/Ox zu bilden. 

Die Lbsungen dieser Gleichungen mtissen dann so normalisiert 

werden, dal~ 

Sx,, S;~  lx~, -1 s-1 = & , ~ S ~ , ,  = 1,,,, (~, x) = S*(x, ~). (1~) 

Fiir den diskreten Fall kann man es mit J o r d  an einfaeh so auffassen, dal~ 
die Normierungskonstante fttr unznl~ssige Werte yon n einfach Null ist; 
so gewinnt man einen konsequenten Grund far die Weglassung dieser 
Werte bei der Berechnung x'on Wahrscheinlichkeitsamplituden. Es ist 
merkwiirdig, dag die Form des Anftretens yon der neuen Variable n durch 
die Normierung nut zum Tell bestimmt wird, doeh soi dal] keine Will- 
kiirlichkeit in der Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die neue Variable 
iibrig bleibt. Um diesen Umsgand klar zutage tre~en zu lassen, wollen 
wir zeigen, dal~ die 3iatrizen innerhalb des n-Schemas noch welter trans- 
formierg werden k0nnen, ohne daft die diagonal.e Gestalt yon z oder die 
Normiertheit yon S verloren geht; mit Riieksieh~ auf andere Anwen- 
dungen, wollen wir den Beweis daftir yon einem etwas allgemeineren 

Standpnnkt fiihren. 
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Soll die Transformation Tn~, die zahlonartig diagonalo Matrix Zl in 

eine andere solche z2 iiberfiihron, so gilt  : 

T-~z~T = z~, z~T = Tz2, (16) 
odor 

i), 

z~ (n') T 0~', n") --~ z~ 0~") T (n', n"), 

naoh ( 4 @  Da T (n", n') ~ T* (n', n"), z (n) ---- z* (n), so orgibt sich 

auch durch Umtauschung yon n'  und n" and Uborgang zum koniugiorton 
Wor~: 

zl 0~") T(n', ~") ---- ~ 0~') T(n',  ~"). 

N~m wollen wir noch fordern, dal] z~ und z 2 in derselben Richtung mi~ 
n wachsen. Dann ergibt sich: T ( n ' , n " ) ~  0 far n'=~= n", also T(n' ,n") 
~-- T (n')/~ (n' - -  n"). Die Forderungen 

T T - I  z 1, T - l ( n " ,  n') ~ T*(n' ,  n") 
lioforn nun : 

T(n') ~ ( ~ ' - -  n) d ~ T *  0~") ~(~ - -  ~") 

= T (n') T* (n") ~ ( n ' - -  n") ~ -  ~ (n ' - -  ~"), 

odor, durch Integrat ion nach n", T(n ' )T*(n ' )  ~ 1, woraus fo]gt: 

T(n; ' n") ~ ei~p(n')(~(n'--n '') ---- ei~(n")6(n'--n"),  (17) 

wo ~ (n) rooll abor sonst willkiirlich ist ~. 

Nachtraglioh best~tigt man nun loicht, da~ die Transformation 

,-,r ---- ,Sx,,Tn~, 
odor 

S~ (x, n) ~ e~(") S(x, n) (lS) 

obensogut wie , ~  die Matrix z ~  zahlenartig diagonal macht. Die 
Wahrschoin]iohkeitsamplitude fallt anders aus, denn 

Mx(n) ~ -  f M(x) S~ (x, n) dx = d~(")f M(x) S(x, n)dx  : d'p(n) M(n), (19) 

aber die Wahrschoinlichkeit selbor b]oib~ unge~ndert, da 

J ~  0~) Jf~ (n) = ~Z(n) ~ *  (n). 

Diese Willktir in S botri~ft vielmehr die Gestalt  yon ~, der zu z kanonisch 

koniugiorten Variable, im neuen Schema. Sei ~ als ~(~, x) bekannt, und 
setzen wir  der Einfachheit halbor n ~ z. Dann finder man, da] ~ aus 
der Formel ~= ~ ,~[:~ ~x:~ Sx~ berechnet im allgomeinen die Gestal t  (13) 

1 Vgl. Born, t t e i senberg ,  Jo rdan ,  ZS. f. Phys. 3~, 578, 1926. 

22* 
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nicht besitzt (diese Unbestimmtheit der koniugierten Variable wird 

tibrigens v~ D i r a e  und J o r d a n  erSrtert). Wo]len wir nun noeh ver- 

langen, dal] ~zz doch diese Gestalt ira neuen Schema haben soil, so kSnnen 

wit  die uragekehrte Transformation vom z- zura x-Seheraa auf eine genau 

entspreehende Weise behande]n. Die ~Iatrix dazu ist nattirlieh S~-~ und 

wir haben ftir sic 

x~- -Oz ,  z S - ~ ( z , x )  = x S - ~ ( z , x ) ,  (201) 

wo x (~, z) den Ausdruck fiir x als Funktion yon ~, z bedeute~, oder, da 

S - ~  (z, x) = S* (x, ~), 

( o )  
x - -  e-d-~z, z S ( x , z )  = xS(:~,z) .  (21) 

(14) ralt n ~ z und (21) bestimmen dann S(x, z) bis auf eine yon x 

und z (oder n) unabhfingige Konstan~e. 

Die Befriedignng yon (21) sowohl wie (14) ist wohl ftir Wahr- 

seheinliehkeitsberechnungen entbehrlieh; sic ftihr~ aber einen engen An- 

sehh~ an die S e h r S d i n g e r s e h e n  Wellenpake~e herbei, wie unten an 

einem Beispiel (Elektron in elektrischera Felde) erliu~ert wird. 
Ftir ein System yon raehreren Diraensionen erhil~ man ganz ent- 

sprechende Resu]tate. ttier ist z = z (Pl, " "  pu; ql ,  " "  qu) und (14) 

und (21) werden zu partiellen Differentialgleiehungen liir S. 

Von den ~ Variablen q ausgehend, wtirde man naturgerail] erwarten, 

gleiehzeitig u neue Variable im neuen Schema diagonal machen zu kbnnen~ 

was ia die gleiehzeltige LOsung yon u partie]len Differentialgleichungen 

Nr  S benStigt. Im allgemeinen besitzt nun bekanntlieh ein solches 

System yon Gleiehungen keine gemeinsame LSsung; aber bier unterliegel~ 
die Gleiehungen noeh der Bedingung, dal] als neue Variablen nur unter- 

einander vertauschbare GrSl]en gewihl t  werden dtirfen. In  der Tat he- 

weil~t man sehr leieht, dal], wenn ein System yon partiellen Differential- 

gleiehungen yore Typus (14) eine geraeinsame LSsung besitzt, die 

linksstehenden 0peratoren stets miteinander vertausehbar sind; wenn 
a 

dicse ()peratoren in 1) und q, d h. ~ und q linear sind, zeigt welter eine 

einfache Rechnung, dal] diese Bedingung fiir das Bestehen einer gemein- 
samen L~sung aueh hinreichend ist. Ftir zwei nnabhangige Variable hat 
man z. B. aus ( s  o)  
r , oy, ,,y 
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die Gleichungen g f S  ~ a g S  ~ a b S ,  f g S  ~ b f S  ~ b a S  ~ -  a b S ,  

also g f S  ~ f g  S, welches d ie  Vertauschbarkeit yon f u n d  g beweist. 

Dann haben wir: 

'~I~--X () O 71 32 " / = = 

\ L , j  / t (22) 

und 

also 

0 0 ~y 0 
fa = ,172 ~ �9 + ~ ~'~ �9 ~ + ~, ~ ~ + ~2 ~ y ~ + "  ", 

O y  0 ~ f = ~ 2 ~ , l o ~ + ~ , ~ , 2 ~ o + ~ , o y  + ~ , ~ y ~ + . . . ,  

Nun ist aber nach (22): 

OS 1 OS  1 
O x - - . D  ( ~ 1 ~ - ~ 2 ~ ) y + "  ' Oy I) (~172 -~271)x+ ' '"  

[st also f g - - g f  ~ O, so ist aueh 

0 2 S O 2 S 

O y O x  -- OxOy' 

und eine gemeinsame Liisung existiert. 

Nan mSehte vermuten, dal] die Bedingung" auch im allgemeinen 
hinreieht. 

2. D ie  T r a n s f o r m a t i o n  S(q,p) .  

Um zur I t  e i s e n b e r g sehen Unbestimmtheitsrelation zu ge]n.ngen, 

fassen wit  ietz~ die Transformation yon Koordinaten zn Impulsen ins 

Auge. Es wird geniigen, den eindimensionalen Fall zu behmldeln, aber 

diesen werden wir ziemlieh ausfiihrlich auseinandersetzen als einfaehes 

Beispiel der Transformationstheorie. 

Indem wit  in (14) x ---- q, z ---- n ---- ~ ---- p setzen, erhalten wir:  

0 P~ 

So ist [ S (q, 19) S* (q, 19) d/) divergent, wle es sein mul]. Wir sehrelben also 

- -  a2  2 4 _ 1 ) ( 1  

S---- Jim Ce 2P - ~" 
Cc:O 
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dana ist 1 
(&p S ~ )  (q', q") = ~ s (q', p) s* (q",/9) d/9 

- ~ ' P  + [ ( q - q  )P = lira. C C * - - e x / 9  = ,ira c c * f a / g e  ~ 2 1 , ,, r  1 
~ = 0  ~ L 4 ~  ~ J 

Da e2 = __ h2/4 ~ ,  so verschwindet dieser Ausdruck far cr ---~ O, aul3er, 

w e n n  q' = q". Ubrigens ist 

~ f  [!q, q,,)2] hCC*; l i m C C *  d/9 'ex2k  4~2~ ~ j =  
dasselbe folgt aus Integration naeh q". Die Liisung wird also naeh/9 

normiert sein, wenn wlr h C C* = 1 setzen, oder 

1 Pq-l-i2 
S (q,/9) = ~ e ~ , (24) 

wo Z eine wi]lkiirliehe reelle Zahl ist. Man best~fiigt leieht, dal] die 

LSsung auch nach q normiert ist, d. h, SplqSqp = lpp. Der Wef t  der 

Normierungskonstante finder sich bei J o r d a n  und I t e i s e n b e r g  nicht. 

Neben der in (24) angegebenen S (q, p) ist aueh 

S~(q,/9) ----- Ce pq+"p(p), 
wo q~ (~o) irgend eine reelle Funktion bedeutet, eine LSsung yon (23 a), 

und zwar wird sie durch denselben Wert  yon C normiert. Wenn wir 

aber noch fordern, da~ S auch der umgekehrten Gleichung gentige, 

namlich (21) mit - - ~  fiir s (weil wir yon einem Impuls zu einer Koor- 
dinate iibergehen) oder 

0 
~ s(q,/9) = ~s(q,/9), 

dann muI] (p (19) = Konstante sein. 

Um ein weiteres Beispiel fiir die Handhabung der &Symbole an- 

zugeben, wollen wir noch best~tigen, daI] unser S in der Tat q in eine 

zaMenartig u n d p  in eine symboliseh diagonale Matrix iiberftihrt. Wir  
haben : 

qq q (q', q") __-- q' (~ ( q ' - -  q"), /gq q (q', q") = e (~' (q' - -  q"), 
- I  = S ~  ppp : SpqpqqSqp, qpp SplqqqqSqp, S-I  (1o, q) = (q,.P), 

M~an bedient sich der Formel: 
oo 

fails a und b reell sind und a > 0 ist. Bei Integrationen nach q undp sind die 
Grenzen im allgemeinen - - c r  und @ c~. 
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also, nach (13) und (4b) :  

l i m C C , ( ( e _  ~ 2_P'q~ ~2 p"q2 JJ 0 ~ 0  

p .  __pr  

= l i m l  f (__~z2Sql_~_~o")e-~ d q  1 

---- lim (1o' @ p") ~/~- e(P'-' ~2P")2~ 
2 e h  

Dieses versehwindet Nr  2 '  : ~ / ) " .  Es ist aueh 

p (lo', p")  d~o' : lira ~ (p'  @ ~o") e 4 ~2 ~2 d/o' = / ) " ,  

'~  (2;, F )  dp" '. /o 

Also ist 
(~', 2") = 2;' 6 (2; - -  J ' )  = ~o' 6 (p'  - -  p"), 

was den zahlenartig diagonalen Charakter yon p besti t igt .  Weiter  ist 

f f f  c~2 2-p'q~qJ- a2 P"q2-e 
q (l)', f f ' )  -~- l i m C C *  e ~ d q~ . q~ 6 (q~ - -  q~) d q2 e - -~q22 + 

~ 0  
I I P"--I)' _~,, __.p' (p,,_ p,)2  __ ~2 qt2 + . e ql 

lim ql e d ql ~ lim ~/~ 2 ~ s h e ~ ~2 ~2 

d [1/~- (p'-p")~l 
- - - - s l i m  ,_  ,, [ - - e  ~ s T d  I .  
-- ~=od( io  --2) ) [~h ] 

Dieses verschwindet wieder fiir 2)' :r 2Y'; aueh ist das Integral  des ein- 
geMammerten Ausdrueks naeh 2; oder ~"  gleich Eins. Also gilt:  

q (p', ~") = -- ~ 6' (2; --2;3, 
Me verlangt. Wi t  ki~nnten aueh weitergehen und (4b) bestitigen, nach 

dem ; f ( p " )  q (/o', 2)") d/)" = - -  e f '  (/)') fur iede f 0)) sein soil. 

D a s  U n b e s t i m m t h e i t s g e s e t z .  Je tz t  wenden wit  uns zu dem 
eigentliehen Kern der neuen Theorie. 

Sei M(q)  die Wahrseheinliehkeitsamplitude fur q und qi das dutch 

q~ = 2 [ (,.1 - -  ~ )~  ~I (g) ~z* (~) d q (25) 

definierte Prfizisionsma3 oder Unbestimmtheitsmal] ; wo q.~ ---- ~ q M M *  dq 

ist. Dann is~ ftir 21 naeh (24): 
,2 

1 f Pq 
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Zun~chst betrachten wir die Gaul]sche Verteilung, um die Rolle 
des imaginaren Tel]es der Amplitude zu erlautern. Sei 

(q_ q,~)2 
- -  4- i [b 2 ( q - - q m )  2 + c ( q - - q m ) ]  

~Z (4) = Co e 2 q~ 

Dann ist nach (26) 
(p-p~):  

M(_p) = Cle 2p~ +i[bi(p--P'n):+c~ (P--P~n) + a], 

h 1 ~: [4q~ ] 2~  2~  
- -  c ,  - -  + b 2 ~v,~ 2 ~ b~ h ~ L--~-- ~' cl ~--- h qm, d : ~ 1)m 4m, 

h 2 h ~ 
_ _  b 2 

Wit bemerken, da~ der Koeffizient c des linearen Gliedes dem Mittel- 
weft p,~ entspricht. Dagegen h~ngt der Koeffizient b des quadratischen 

imaginaren Gliedes mit dem Produkt 2i qi zusammen; ftir b ~---0 hat 
Pi qi den yon H e i s e n b e r g  hervorgehobenen ]ginimalwert h i2  ~. 

Man kann allgemein feststellen, dal] yon allen Funktionen M (q) die 
Gau~sche Verteilung mit b ~ 0 den kleinsten Wert fiir das Produkt 
~oi qi liefert. Wir haben 

N = 2 (~ - ~ ) ~  _-- 2 [~  - -  2 ~  + ~ ]  = 2 ( ~  - v b ,  

p~ = ~ M(p)M* (~) d,p, 
also naeh (26) 

Pi @ - Ph ~ p~ M (qi) M* (q~) e d q, d q~ d p 

h 
lira ] z  M'(q~)M'* (q~)e  ~ dq~dq~, 

h 2 i" 
_ = - j Jz' (q,) x ' *  (4,) d% 

well bei ez ~ 0 der Integrand doch schliel]lich nur fiir kleines ( q l -  q~) 
merklich yon Null abweicht. Auf iihnlichem Wege finder man: 

- -  2• " 2= M ( q ) M ' * ( q ) d q ,  

ih i 2 p , ~ - -  2rl [M'(q) M ' ~ ( q ) - - M ( q ) M ' * ( q ] ] d q "  
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Sei nun irgend eine Amplitude M(q) gegeben, mit den entspreehen- 

den Werten yon qi und/9,~ so seize man 
(~--qmy 2~i Pmq 

Js (~) = f (~) ~fo (<s), :is o (g) = c o e ~ q~ h 

Dann findet man aus obigen Formeln und der Relation ; MM* d q z 1 : 

',1 '* = [ ( q _ q ~ ) 2  4 ~  2 ~l q - - q ~  d (ff,)3foi~S~ 

2n: i  
- -  s--- p ~  ( f  f '  * - f * f ' ) :71/oM ~ + t"  t" * ~,~o 3z 'L  

h ~ f l  l 4 ~  

4- i f ' f '* MoM* dq ], 

wo das ers~e reehts stehende Integral einfaeh gleieh q~/2 ist; ferner: 

, ~ 4 ~ i  
M'3I*  - -  J IM'  :': ~ .  ( f*f '  - -  f f *) M o 3S~" - -  7 :Prn f f* ~]I~i*, 

,:,~, { j" I 

also 

~ ( f * f ' - - f f ' * ) M o M ~  d q ---- O, 

P? = 2 ~ + f ' * M o M  ~' dq 

und, da das rechts stehende Integral nicht negativ sein kann, gilt ganz 

allgemein : 
h 

l~i ~ > . : ~ "  (~7)  

Dieses ist das etwas veral]gemeinerte Unbestimmtheitsgesetz yon 
t t e i s e n b e r g .  Es setz~ eine untere Orenze fiir das Produkt der Un- 
bestimm~heitsmal]e ffir iedes Paar kanoniseher Variabeln lest. Zun~ehst 
bezieht sich dieses Gesetz auf die Unbestimmtheiten in den Aussagen, 
die wir fiber die Ergebnisse yon sich gegenseitig ausschliei]endea Experi- 
menten machen kSnnen. Sind z. B. q und p Koordinate und Impu]s 
eines frelen Elektrons, so kSnnten wir zur Zeit t den Wert  yon q genau 
[estste]len, etwa dutch Beobaehtnng mlt einem 7-Strah]-Mikroskop; oder 
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abet wir kSnnten den Wert yon p genau [eststellen, z. B. indem wir das 
Elektron mit monochromatisehem Liehte bestrahlen nnd den Doppler- 

ef[ekt beobachten. Die zweite Beobaehtung la]t  sich allerdings nieht so 
einfach auf einen bestimmten Zeitpunkt beziehen wie die erste (eine ahn- 
]iehe Unbestimmtheit in der Zelt bei Energiemessungen wlrd yon H e i s e n -  
b e r g  und B o h r  besonders hervorgehoben), doeh soll hier auf diese 

schwierige Frage nieht eingegangen werden. Es geniigt, iestzustellen, 
da~ eine genaue Kontrolle der Frequenz bei Dopplereffektmessangen 
bekanntlieh unendlieh lange Zeit in Anspruch nimmt, wahrend die Beob- 
aehtung yon q infolge eines ungeheuren Comptonschen Rfiekstol]es die 

Bewegung stSrt; aus diesen Griinden ist eine gleiehzeitige jenaue Beob- 
aehtung yon q und p prinzipiell ausgeschlos,en. 

M(q) M* (q) ist also die Wahrseheinliehkeitskurve ftir das Ergebnis 

einer genauen Beobaehtung yon q, and M(lo) M* (2) dp ist die Wahr- 
seheinliehkeitskurve ~tir das Ergebnis einer als Alternative zu jener be- 

traehteten genauen Beobaehtung yon p ;  und (27) bringt elne charakte- 
ristisehe Relation zwisehen diesen beiden Kurven zum Ausdruek. 

Man kann aber aueh beide Gr61]en in einer einzigen Beobaehtung 
messen, also wohl gleiehzeitig, aber nur mit besehr~nkter Genauigkeit. 

Bei einer solchen Beobaehtung fragt man in der klassischen Theorie nach 
dem ,,Fehler" des gemessenen Wertes. Von dem neuen Standpunkt 
sehwebt nun zun~chst dieser Fel~lerbegriff in tier Luft, denn er setzt 
doeh nlcht nur den Begri~f elnes beobaehteten, sondern auch den 
Begriff eines ,,wahren" ~ e r t e s  voraus, and letzteren gibt es im physi- 

kalisehen Sinne nicht mehr. Anseheinend kann man die Saehe so auf- 
fassen. Jede solche Beobachtung stSrt notwendigerweise (dutch C o m p t o n -  
schen RiiekstoB usw.) das beobaehtete System; als Ergebnisse berechnen 
wir also entweder Werte vor tier Beobaehtung oder kVerte nach der 
Beobachtung. Erstens hat nun eine durch die Beobaehtung ge]ieferte 
Wahrseheinliehkeit ~tir einen bestimmten Wert einer Variable v o r  der 

Beobachtnng wohl folgenden Sinn: eine g e n a u e  )[essung dieser Variable, 
die man start der tatsach]ich gesehehenen Beobaehtung hatte anstellen 
k~nnen, h~tte diesen Wert der Variable mi~ der genannten Wahrscheinlieh- 
keit ergeben. Zweitens bilden die dutch die einzige Beobachtung erlangten 
\Vahrseheinlichkeitskurven fi~r h\-erte der Variablen n a e h der Beobachtung 
eben die An~angskurven ftir ein neues Wahrscheinliehkeitspaket. 

In allen F~llen kann man also wohl ruhig behaupten, da~ die Prazi- 
sionsmal]e bei einer solehen gleiehzeitigen B[essung yon zwei kanonisch 
koniugierten Variab]en stets der Relation (27) unterliegen werden. Die 
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,,Beobachtungsfeh]er" erscheinen in der neuen Theorie als mit der stati- 

stischen Unhestimmtheit selbst zusammengesehmolzen. 

3. Z u s a m m e n h a n g  m i t  den  F u n k t i o n e n  u n d  W e l ] e n  
v o n  S c h r h d i n g e r .  

Die neue Theorie sei bier angewen('tet an[ die Behandlung yon 
Problemen, in denen Anfangs]age and Impuls gegeben sind und nach 
den Werten dieser ~Variabeln zur Zeit t gefragt wird. Um die Lhsung 
durchzu[iihren, hat man dann zunachst die Hami l t onschen  Bewegungs- 

gleichungen nach den Regeln der nichtkommutativen Algebra zu 10sen 
and so die zeitliche Relation der Koordinaten und der Impulse mit den 
Anfangswerten zu gewinnen, und alsdann die Transformationsmatrix yore 

Schema der Anfangsvariablen zum Schema der Endvariablen zur Zeit t 
aufzusuehen. Aui3er in den einfachsten F~llen ist aber diese Aufgabe 
nicht leieht, und tolgender Umweg dtirfte oft eher zum Ziel ftihren. Wir 
transforinieren zun~ehst yon den An[angsvarlablen zur Energie H u n d  

erst dann wieder yon der Energie zu den Endvariablen; die Funktionen 
ftir diese beiden Teiltrans~ormationen sind dann die bekannten S e h r h -  
d i n g e r s e h e n  Funktionen (ohne Zeitfaktor). Dabei mug aber beachtet 
werden, dal] die Matrizen im H-Schema nicht eindeutlg sind; vielmehr 
liefert die erste Teiltransformation fiir die Endvariablen Matrizen, die 
Funktionen der zeit sind, w~hrend die zweite yon einem ~[atrizensystem 

ausgehen mug, in welchem dlese Variahlen ruhen. Eine Zwlschentrans- 

formation im H-Schema toni3 also eingesehaltet werden. 
Indem wir die Ausfiihrung auf eine Dimension beschr~nken, sei 

S 1 (qo, n l )  die Transformation vom qo-Sehema zum H-Schema and 
qont nt, qn~,~ usw. die so gebildeten ]~Iatrizen, fiir welehe die Quanten- 
zahl n. als unabh~ngige Variable n~ gesehrieben ist; sei Z(nl ,  n~) die 
Zwisehentransformation und S~ (n2, q) die Transformation yore H-Schema, 

in welehem wit nun die Quantenzahl n~ und die ~[atrizen q0n~ ~2, q7~2 ~ usw. 
sehreihen, zum q-Schema. Dann mu~ T nach (17) folgende Gestalt 
hahen, damit sie H diagonal lasse: 

T (% %) --~ d~(~,o b(% - -  n2), 

und, wenn g fiir q oder 1) steht, so gilt: 

J r i r  r r  - -  - -  g (n,~ ----  n ~ ,  n ~  ---- ~ )  e '['~(~''~' ~) - '~("'; '  t)l 

also 
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eine e~was 
so z. B. 

da g~n2 yon der Zeit unabh~ngig. Nun gent~gt gnln~ den H a m i l t o n -  
schen Gleiehungen : 

�9 1 1 
gn~ n~ =: --[ (/"/g - -  g/"/), g (n'~, n~) = ~ (Hn, ~ - -  Hn~ ) g (~'~'1' ~}1); 

also ist 
r rr 1 

~ (~ ,  t) - -  oz~ % ,  t) = i~ (H~, - -  H,~) ,  

1 
(~, t) = = H~ t + ~ (n) + / ~  (t). 

tE 

Ftir t = 0 mug gn2n2 ~-- -gnt~ sein, also ist /~ (n) - [ - f l  (0) = Const, 
wofiir wir  einfaeh ~ (n) : 0 setzen wollen. 

Sei nun 

S (qo, nd  = ~ (qo, n~), S (% q) : ~* (q, n~), 

wo ~p (q, n) die S e h r ~ i d i n g e r s e h e  Funktion oder normierte L(isung yon 

H (e o~t, q) tp (q, ,,) = Hn ~, (q, n ) (28) 

ist. Dann ist die Gleiehung 

gleichbedeutend mit  

s (qo, q) = f ~' (qo, ~*) ~* (q, n) e~ "~* + ~ (t) d n. (29) 

Es f~llt sofort auf, dal] nieht nut  S (qo, q), sondern aueh die daraus 
zu bereehnende Wahrseheinliehkeitsamplitude 

= f ;V (qo) S (qo,q) dqo (30) M (q) 

erweiterte S c h r 5 d in g e r sche We]lengleichung befriedigt, 

a M  __ H (  
Ot 

0 ~, 

[0" befriedig~ (28) mi~ - -  e ftir ~]. Bei S e h r ~ d i n g e r  is~ nur fl' (t) ~--- 0, 
aber dieser Unterschied ist unwesentlich; M enth~lt nur elnen physl- 
kaliseh belanglosen Faktor  exp [i/~ (t)], tier sieh beliebig mi~ der Zeit 
andern kann, eben wie egwa dem Gesehwindigkeitspotential eine ghnliche 
additive Konstante z(t)  zugdiigt  werden kann und dementspreehend ein 
neues Glied in die Differentialgleichung hereinkommt, ohne dal] irgend 
e~was physikalisches passiert. Unsere Wahrseheinliehkeltsamplitude ent- 
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spricht auch der zum gew~hnlichen S c h r S d i n g e r s c h e a  Feldskalar kon- 
jugiert komplexen Funktion. 

Wir sind also zu rolgender Aussage gefiihrt, indem wit die einfache 
Verallgemeinerung dieser Betrachtungen auf mehrere Freiheitsgrade vor- 
wegnehmen; die W a h r s e h e i n l i c h k e i t s a m p l i t u d e  fiir die L a g e n -  

k o o r d i n a t e n  b r e i t e t  s ich  bei  p a s s e n d e r  Wahl  des w i l l k t ~ r l i c h e n  
F a k t o r s  nach  der  S c h r S d i n g e r s c h e n  W e l l e n g l e i c h u n g  aus. Das 

,, W ahrscheinlichkeitspaket" M (q) M* (q) kann also auch als S c h r 5 din g e r- 
sches Wellenpaket aufge[al~t werden; in tier Tat stellt (30) nichts anderes 

dar als die Entwicklung yon M(q) nach den koniugierten Eigen- 
funktionen ~p*, jede mit einem fiir die Rormierung belanglosen die Zeit 
enthal{enden Faktor belastet. 

Ira Lie.hte dieses Ergebnisses wird man fragen, worin denn iiberhaupt 
der Vorteil der etwas abstrakten Matrixtheorie liegt, und ob man nicht 

die Wellengleichung zum einzigen Fundament erheben solle. Im Bereich 
der Elektronenmechanik h~tte dieses allerdings den l%chteil, dal] daim ein 
zweites unabhgngiges Postnlat anseheinend nStig ware, um yon den 

Koordinaten zu den Impulsen ttberzngehen; es sei denn, dab eine ein- 
schlaglge Untersuchung davon, was man eigentlich als Gesehwindigkeit 
oder Impuls mi~t, diese Notwendigkeit beseitigen und die Impulse im 
Grunde genommen vielleicht immer nut als Differentialoperatoren wt~rde 
erseheinen 1assert. Der Hanpteinwand gegen die alleinige Benutzung der 
Wellengleiehnng liegt wohl in folgender 13berlegung: 

Betrachten wit ein freies Elektron, dessen Wahrscheinlichkeitspaket 
sehon beim Ausdehnen eine erhet,liche GrSl]e erreieht hat. Es seheint 
kaum angebracht, die Elektrizitit  als itber das Paket verteilt zu denken, 

etwa mit Diehte ~p~* ~ 21I.M*, well eine Beobachtung etwa mit einem 
7-Strah]mikroskop zu jeder Zeit die gauze Ladung in irgend einem ein- 
zigen Punkte entdecken kann. Die Folge einer solehen Beobaehtung ist 
in der Tat merkwtirdig. Im Augenbliek, da wir die Lage des Elektrons 
so feststellen, verliert das ursprtingliehe Paket iegliehe weitere physika- 
lisehe Bedeutung; wir miissen tin nenes kleineres Paket an seine Stelle 
treten lassen. Es will doeh scheinen, da6 ein h~herer Grad yon Wirk- 
liehkeit noeh immer demElektron als Bartikel zukommt als demWellenpaket. 

Uber die statistisehe, diskontinuierliehe Deutung' der mathematisehen 
Formeln kSnnen also kaum Zweifel bestehen ; hinsiehtlich der mathematisch- 
teehnisehen Durehfiihrung wird es yon dem gestellten Problem abhgngen, 
welche _~tethode vorznziehen sei. 
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B e i s p l e l  der  f r e i en  B e w e g u n g .  tiler kSnnen wit setzen H = ~ 2 / 2  m, 

und die S c h r 5 din g e r sche Gleichung und ihre normierte L0sung heil]en: 

r -  ~2 
---- H - l I t  e~  V m H x .  

2 m O x  2 h ~ 2 

Zm" Kontrolle der angegebenen Normierung bemerke man, dai] 

lira 1 ~ 2  j" d g ,  j " dx 1 

, = o ~ h  . (H,H,~,)lhe2,2.  - ~ -  1, 

d~ der Integrand doch schlJei]lich nur bei H'  ~ H"  merklich yon Null 

abweicht. Dann ]iefert (29), wenn wir n ~ H setzen: 

S(q~ = h,l l'/m j ~exp{l ~/'~H(xo--x)-J-2Ht ~-i,(t)}, 
oder, wenn wir zun[~chst tl~ durch (-- 9. _~_ t/~) ersetzen und dann ~z gegen 
NuN gehen lassen, 

- -  9~-et (x - -  Xo)" + i fl (t) 
s (~o, ~) = ~ Y 5  e _ 

Dieser Ausdruck stimm~ mit dem unten auf dJrektem Wege gefundenen 

[man setze g ~ 0 in (31)]. 

4. 1)rei e i n f aehe  B e w e g u n g s t y p e n .  

Es ist ein grol]er Vorteil der neuen Theorie. da6 (tie klassisch ein- 
faehen Beweg'ungen wieder verh~tltnil]m'~il]ig einfach zu behandeln sind. 
Neben dem dutch t t e i s e n b e r g  behandelten Fall der kra~tefreien Be- 
wegnng eines Elektrons sollen bier die L0sung'en fiir drei einfache Kraft- 
typen darg'estellt werden. 

A. E l e k t r o n  im h o m o g ' e n e n e l e k t r i s e h e n F e l d e .  Se idasFe ld  
der x-Aehse parallel und betrachten wit nut die Bewegnng in diese 
Riehtung; sei die Kraft ~ - - r a g ,  w-  m ~ ~lasse des Elektrons. Dann 
sind die H a m i l t o n s d l e  Funktion uml die LOsung der Hami l tonschen  

GleichunR'en: 

H ~  2~" +~j~gr,  

t 

l i t  Dt 



Zur Quantenmechanik einfacher Bewegungstypen. 345 

wo ~ den Impuls und Xo, ~o Anfangswerte zur Zeit t = 0 bedeuten. Dann 

liefern (14) und (21) (man setze x o ftir x und x ftir z = n): 

+xo-lgt~-~ S(Xo, X)=o, t ~  -~t~-Xo 
' - -  ~ 2 rrt g t 

1 / t t ~  - - ~ ( x - - x  o) ---~e ( z + x  o )§  
S(x~ = [ h7 ~ , (31) 

wo cp (t) willk(irlich ist (in den folgenden Beispielen wird dieses G]ied 

weggelassen). Der Normierungsfaktor wird ge[unden, indem man C dafiir 

einsetzt und fordert: 

lira CC* dx dXoeX 2 .[-- a 2 (x' - -  xo) 2 
~=o  2 et] 

( m ~(x" mgt (x" - -  x')} 1 

das i im Z~hler wird hier eingefiihrt, um die Wahrschein]ichkeitsamplitude 

b e i t  = 0 stetig zu erhalten. 

Ist  nun (xo- xm)2 
3I(xo) = Coe 2~ 2 ; ":m('r~ (32) 

die Wahrscheinlichkeitsamplitude ft ir  x o bei t = O, und 

M(D = Co ~ i~T + T x ~ %  (33) 

wo x2 ~2 = h2/4~, die entsprechende Amplitude fib" $ [Yg]. G]. (26) oben], 

so ist die Amplitude fiir x bei t = t: ~ M(Xo)S (Xo, x)dx  o oder 

V 2~.imx~ , (x t ~,~A-lat~ :c,n)2 --~.! - 
~lS(x) = c o ht + 2 ~ i . ,x2 exp. [ 2 (x~ + t~ ~ )  + i P ,  (34) 

~2 

WO 

4 ~ x ~ , ~ ( x _ x , , ,  - t " ht / 1 2 x.)2 @ ~ ~,~) 

2 @2 + ,T 

+ r g,(2x +  gt) + 

und q~ (t) ree]l abet sonst willktirlich 1st. Fiir g --~ 0 stimmt dies mit 
der H e i s e n b e r g s c h e n  Formel hir die kr:~ffteh'eie Bewegung. Die Ampli- 
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rude ftir ~ kann man nun aus (let" Formel ]M(x) S(x,~)dx bereelmen, 
aber es ist wohl leiehter zun~iehst 

lira C O 
a ~ O  

mgt~2 I 
= C:~ l f~ 

zu bereehnen und erst daraus M (~.) = I" M (xo) 8 (x o. ~) dxo: 
o, 

M(~)=C o  & e~p 

(~+mgt--~m) 2 2~i i~t /  +mgt\~+i~p2(t)12) i 2 ~  + ~7-~ x~'~ (~ + "~"qt) + ~ (~ ~ (35) 

Die Erweiterung obiger Ergebnisse auf zwei bzw. drei Dimensionen 

llegt auf der Hand. Die Bewegungen in senkreehten Riehtungen sind, wie in 
der k]assischen Theorie, unabhfingig voneinander; die Wahrschelnlichkeits- 
amplitude ist einfaeh das Produkt der Amplituden fiir die versehiedenen 

RiGhtungen. 

Diese Gleiehungen zeigen, dal] bier wieder, wie yon H e i s e n b e r g  
bei der kraftefreien Bewegung gefunden, alles wie in der klassisehen 

Theorie vor sigh geht. Es breitet sieh alas x-Paket aus wig z. B. eine 
Ladung Sehrot, in welcher jedes Sehrotkorn eine dureh seine Anfangslage 
und Bewegung bestimmte Bahn beschreibt, und die ganze Ladung sich 
mit der Zeit ausbreitet in[olge yon Verschiedenheiten in diesen Anfangs- 
bedingungen; dlese Zerstreuung ist v o n d e r  Fallbewegung ganz unab- 
hangig. Die Bewegung des Elektrons kann man, wenn man es will, in 
ganz derselben Weise auffassen, nur dal~ bier eine Wahrseheinliehkeit an 
Stelle der Yer~eilung der einzelnen SehrotkSrner tritt. Anfangs haben 

wir Wahrseheinliehkeitskurven M(xo)M*(xo) ftir die Lage und M(~o) 
M* (~o) fiir den Impuls des Elekbrons; getzt man nun diese als unabh~ngige 
Wahrscheinliehkeiten an und bereehnet daraus ganz klassiseh die Wahr- 
schein]iGhkeitskurven ftir Lage und Impuls zur Zeit t, so bekommt man 
genau die aus (34) und (35) ftir M(x) M* (x)und M(~) M* (~) hervor- 
gehenden Ausdriicke. Das kann dutch Rechnung direkt bewiesen werden, 
leuchtet aber woM durch fo]gende Uberlegung ohne Reehnung ein. Eine 
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solehe Reehnung mnl~ sicher wieder eine Gaul]sehe Verteilung im Wahr- 

seheinliehkeitspaket ergeben, und das Paketzentrum wird eine klassisehe 
Fallbewegung ausfiihren; das rut aber das Zentrum des in (34) und (35) 
angegebenen Pakets, woftir 

t 1 2 x=x.~+~,.--vs ~=~m--.~gt. 

Als neue Prizisionsmal]e ergeben sieh auch aus den Prizisionsma~en x i 

und ~i ftir die Anfangsvarlablen genau die in (34) und (35) erseheinenden 
Werte. Es miissen also die ganz klassiseh berechneten ,,Wahrsehein- 
liehkeitspakete" fiir das Elektron vollstandig mit den naeh der Quanten- 

theorie berechneten iibereinstimmen. 

Der elnzige Untersehied in der Quantentheorie gegeniiber der klassi- 

sehen liegt also in diesem Falle in der unumgingliehen Unbestimmtheit 
der Anfangswahrseheinliehkeiten. In der klassisehen Theorie konnten 
Anfangslage und Impuls mit beliebiger Genauigkeit gegeben werden. In 
der Quantentheorie hingt  die Bewegung ganz in der klassisehen Weise 
yon den Anfangsbedlngungen ab, abet die Unbestimmtheit in diesen selbst 
lil3t sich nieht unter eine gewisse Quantengrenze herabdriieken. Eben 
die Diffusion des Wahrseheinliehkeitspakets ist in diesem Falle wie bei 

der kriftefreien Bewegung fiir diese Identitat des klassisehen und des 
quantentheoretisehen Ergebnisses wesentlieh. 

B. H o m o g e n e s  Magne t f e ld .  Es geniigt, die Bewegung in einer 

dem Felde senkreehten Ebene zu verfolgen; die Bewegung parallel zum 
Felde ist [rei. Als H a m i l t o n s e h e  Funktion nehmen wir: 

1 co $ m co 2 
H = ~ (~ + ~ )  + v 5 (y - -  x,I) + - g -  (x ~ + y2), 

eH~ 
wo x, y Koordinaten und ~, ~ Impulse sind und co -- , H 0 z magne- 

tische Feldstirke, e/c ~ -  Elektronenladung in elektromagnetischen Ein- 
hei~en. Dann gelten: 

i oJ co 1 
x, 

1 co co 1 

2 = ~ ' l - - E x ,  '1 -- 2 ~- 7 "~~ 
Zeitsehri t t  tttr Physik.  B4. X L I V .  23 
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deren L5sungen sind: 

1 s s 1 - - c  
x = ~ (1  +C)Xo + ~ y o + g g o ~ o +  m--7  7o, 

1 - - c  s 
s 1 (1 + c)yo  ~o + - -  7o,  y = - - ~ X o  § ~ moo taro 

1 s taros taro(1 
~ = g ( 1  + c ) ~ ~  7~ 4 X o - - ~ -  ~ C ~ o  ~ 

mfo meos 
s 1 (1 § c) -4- (1 - -  c) Xo J/o, 7 - -  2 ~ o ~ 7 ~  7o -g-  4 

wo s ~ sin to t, c -~- cos eot. Dana haben wir fiir die Transformations- 

matrix S (Xo, Yo ; x, y) : 

�9 0 Xo + ~vo - -~ Xo + g ~o - -  = 

Die auf die iibliehe Weise normierte I3isung ist: 

i m ro ] /  2 
S(xo, Yo; x, y ) - -  2 h  1 - - c  

exp.{ taro } 
4 E s (1 - -  c) Is2 (x - -  Xo) ~ @ s 2 ( y - -  yo) ~ -4- 2 s (1 - -  c) (x o y - -  x So)] " 

In dieser Form befriedigt die Ltisung aueh die umgekehrten Oleichnngen 
[vgl. (21) obenl, die wir hier nicht anfiihren. 

Is t  nun die Amplitude zur Zeit t ~--- O: 

(Xo, Vo)=Coexp .{  ( x o - x ~ )  ~ (yo- -W) ~ 2 = i  
2 x? 2 v l  ~ h ~'~ (Xo - -  x,~) 

2~i  } 
h ~ ( Y o - - Y ~ )  ' 

so ist 

oder 
~'* (*, v) = j" f ~ (Xo, Vo) s (Xo, Vo; 0,, v) a,o ~ Vo 

M(x, y) ~ C' exp. 

~m(1 ]2 sx - - (1 - - c )  y--sx~nq -2  --c) §  
~q'tO) 

8 
- -  (1 - c) ~ ~.~ s 2 x~ § m~ ~~ 2 

(1--c)x--  s V--Syra-b ~-~ (1--c)~,, § i Q 

w + ~ (1 - -  c)' v~ 
(36) 
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wo 2 und Q reelle Ausdrticke sind, C' die Zeit t aber weder x noch y 

enth~it, trod 
h, h, 

~i = 2 ~ x /  ~i = 2z ty i"  

Die Koordinaten x, y der mittleren Lage oder des Paketzentrums sind 
diejenigen Werte yon x und y, die den reellen Teil des Exponenten Null 

machen; man finder dafiir: 

1 s s ~  1 - -  c 

= - - 2 x ~ +  (1 + c )  y,~ moo meo ~m" 

Diese Gleichungen ftir die Bewegung des Paketzentrums mit den Anfangs- 

werten Xm, y~, ~m, ~ra besitzen genau dieselbe GestMt wie obige G]ei- 
chungen [iir x, y, welche, als gew0hn]iche Gleichungen betrachtet, die 

klassische Bewegung e~es Elektrons mit den Anfangswerten xo, Y0, ~o, 7o 
darstellen. Es fiihrt also das Paketzentrum wleder, wie im elektrischen 
Felde, einfach eine klassische Bewegung aus. 

Auch stimmen wieder die Pr~zisionsma~e mit den klassischen. Das 
sieht man am leichtesten, wenn man aus obigen GleJchungen [fir x, y die 

Werte der in den Z~hlern in (36) auftretenden Zusammensetzungen be- 
rechnet : 

2 (i -- c) 
s z - -  ( 1 - -  c)y = sx  o-~ - -  ~o ,  

~n 63 

2 0 - - c )  
( 1 - - c )  x + sy ---- sy  o-F ~o" 

m r  

Wenn xi, ~i, Y~, "~i die Prazisionsmal3e fiir x o usw: sind, so sind die 
klassisch berechneten quadrJerten Prazisionsmal3e fiir die genannten Zu- 
sammensetzungen yon x und y: 

s 2 x ~ _ 4 ( 1 - - c ) ~ ,  s~y ~_~ 4 ( 1 - - c )  ~ ,  
m 2 co 2 m 2 fo 2 

und diese stimmen mit den Nennern (ohne Faktor 2) in (36) iiberein. 

Es mu~ also wieder, wie im elektrischen Felde, die quantentheore- 
tische Wahrscheinllchkeitsverteihng fiir x und y vo]lst~ndig mlt der 
klassisch berechneten iibereinstlmmea. 

Sehr interessant ist es, da~ das magnetische Feld die Zersfreuung 
des Pakets, we]che bei elnem freien Elekfron s~attflnde~, gerade aufhebt; 
die Ausdehnung des Pakets unterliegt nur Schwankungen mii der doppe]ten 
Lurmorschen Frequenz eo/2~. So ist es wieder in der klassischen 

2 3 *  
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Theor ie :  eine k le ine  Schar  von E lek t ronen  mi t  nahezu gle icher  Ge- 

sehwind igke i t  wtirde in einem homogenen Magnetfeld Kre i se  mi t  derselben 

Winke lge sehwin d ig k e i t ,  beschreiben. 

C. H a r m o n i s c h e r  0 s z i l l a t o r .  Hier  kann gesetz t  werden  im 

e indimensionalen  Fa l l e  : 

co2 ~ 2 i 
/ - / =  ~ + ~ - x ,  ~ = - ~ ,  ~ = - c o  ~, ,x ,  

X = XoCOScot + l~os incot ,~  = --comXoShtcot + ~oCOScot, (37) 
CO ~,~t 

1 
- -  ~ sin co t, 
c o m  

X 0 ~ X C O S C O ~ - -  

also 

~mmSincot ~ + x o c o s c o t - -  x S ---~ 0, 

e~nsincot ~ + xcoscot - -Xo S = O, 

S(Xo, X) = l / ~  { corn 
t i t  sin rot exp. - -  ~ [(x ~ + xg) cot c o t -  2 XXo CSCcot]} �9 

Aus einem A nfa n g sp a k e t  (32) erhiil t  man dann 

V 2 ~ i co ,~ ~ 
M(x) ~ C O hsincot @ 2 ~imx~coscot  

t(co m x - -  co mx,, cos co t - -  ~,~ sin co t) 2 + i -P/ 
exp. ( 2 [co2m2x~ cos2cot + ~ '  sin2 cot] J , (38) 

W O  

c o m b  
P - -  2 ~ x~ (x - -  Xm COS co t) 2 t an  co t -~ 4 ~ co2h m2 x~ 

~ co m X~h  ~m2 sin '2 co t + --h2~comx2(co2m2x~c~ 

Urn zu ~ i iberzugehen, berechnet  mart w iede r  am einfachsten 

f .f (?) s (x o, ~) = s (Zo, ~) s (~, ~) d �9 = ~/l~ S (~o, z) ~xp. d 

und ers t  dann 

~s (~) = ~ ~ (Xo) s (Xo, ~) d X o 

so e rh~l t  man:  

M (~) C'  exp l (  ~ + co m x,~ sin co t - -  ~.~ cos co t) 2 + i Q /  

t 2 [co2 m2 xg sin 2 co t @ ~ cos ~ co t] / " 

~., (x - -  x,z cos co t) cos co t 
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Die Oleichungen (37) sind auch in diesem Falle die klassischen, und es 

erhellt wieder aus (38), daft das Zentrum des Pakets die klassische Be- 

wegnng ausftihrt: 

x ~ x~ cos cot + co~mm sincot ~ - - V x ~  e~ ~ - ~  sin (cot + 7 ) . m ~  (39) 

Die Prazisionsma~]e 

x~i --~ x~ cos 2 co t + ~ " ~ ~ co ~ m 2 x~ sin ~ ~ t + ~ cos 2 co t CO 2------~ sin Co t, 

sind auch wieder die sich klassisch aus (37) ergebenden. Also ver- 

l~uf~ alles auch in diesem Falle genau wie nach der klassisehen Theorie. 
Es ist interessant, dal] hier a~2m 2 xt2i + ~ i  ~ const ist, wahrend 

h wurde) da xi~i ~ ~ gew~hlt 

h 2 
co ~ ,n~ x ~  ~ i  ~ o~ m~ 4 ~  + (~ "~ ,x2 - -  ~y)~ sin ~ co t cos ~ o t. 

Hier nimmt also xti~ti den Minimalwert h/2~ nut zweimal in jeder 
Schwingung an. Eine Ausnahme tritt  nur dann auf, wenn co: m ~ x~ ~ ~ ,  
in welehem Falle das Paket eine zeitlich konstante Ausdehnung besitzt; ein 
solches Paket hat S c h r S d i n g e r  1 aus seinen Eigenfunktionen zusammen- 
gesetzt. Auch dieses Verhalten ist wieder ganz klassisch: eine kleine Schar 
yon Partikeln in demselben harmonisehen Felde bleibt beisammen, abet 

ihre Ausdehnung unterliegt im allgemeinen rhythmischen Schwankungen. 
Merkwiirdig ist es, dal] bier keine Spur yon Quantisierung zutage 

tritt; die Amplitude der Sinusbewegung des Zentrums in (39) kann ieden 
belieblgen Wert  annehmen. Trotzdem kann man dies aneh so auffassen, 
dal] sieh die Partikel ,,in Wirklichkeit" stets in einem quantisierten Zu- 

stand befindet, nur trit t  dieser Sachverhalt erst durch eine Messung der 
Energie als physikalisehe Tatsache in Erseheinung. Das kleinstmSgliche 
Paket ist dazu gerade grol] genug: es ist durchschnittlich am kleinsten, 

h 
w e n n  xi~ i - ~  ~ nnd comxi ~ ~, nnd hat dann eine gesamte Aus- 

dehnung yon unge~ghr 1/ 
2xi ~ - 2  ~ h 

2 z c o m  

Bet einer klassiseh gerechneten ,,quantislerten Bewegung" des Paket- 
zentrums mit Quantenzahl n w~re naeh (39) 

H :  ~co 2m x~ +eo eme ] ~ + 2~ 

1 E. SchrSdinger,  Naturw. 14, 664, 1926. 
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also etwa ~iir die Amplitnden an den Umkehrpunkten: 

, o V (2 1) h m 

Offenbar ist der grSl]te Unterschied zwischen zwei aufeinanderfolgenden 

Quantenbeweg~ngen, namlich derjenlge zwisehen denen [fir ~ ~--- 0 und 

n ~ 1, unge~ahr ebenso gro~] wie das durehschnittlich kleinstm~gliche 
Paket. Allerdings kSnnte man die GrSl]e des Pakets etwa am Ende 

seines Ausschlags beliebig klein machen, dafitr aber besitzt es eine un- 
geheure GrSl~e beim Durchgang durch den Mittelpunk~. Deshalb scheint 
es natiirlicher und konsequenter zu sein, bei der Bespreehung der 

Bewegung fiberhaupt nieht yon Quantisierung zu reden, sondern letztere 
als eine Eigenschaft anderer Variablen, wie der Energie, zu betrachten. 

Diese Ergebnisse lassen sich alle sehr leieht auf mehr Dimensionen 
iibertragen; die in zwei senkrechten Riehtungen erfolgenden Bewegungen 
sind wieder unabhangig wie in der klassisehen Theorie, nnd das Paket- 
zentrnm bewegt sich auf einer Ellipse b e l i e b i g e r  GrSl]e und Ges t a l t .  

Die Quantisiernng betrifft wieder nut die Energie. 

Sch lu l ]bem erkung .  In den hier behandelten drei Fallen haben 
wit keinerlei qnantentheoretische Abweiehung yon den k]assischen Er- 

gebnissen gefunden. Die einzige quantenha[te Eigentiim]ichkeit in solch 
einfachen Fallen liegt in der dutch das H ei s e n b e r g seh e Unbestimmtheits- 
gesetz ~estgesetzten prinzipiellen Unbestimmtheit der Anfangswerte. Dieser 
Umstand liegt zweifellos daran, dal] in den obigen Fallen die quanten- 
theoretischen LSsungen der  Bewegung'sgleichung'en der Form nach mit 

den klassischen iibereinstimmen. Erst in Fallen, wo die Form dieser 
LSsnng'en durch die der Quanfentheorie eig'entiimliehe niehtkommutative 
Mnltiplikation beeinflul]t wird, ist eine Abweiehung x'on den klassisehen 
Erg'ebnissen zu erwar~en, die nicht quantitativ dureh eln[acl~e t~*ber - 
tragung der Unbestimmtheitsre]ation ant die klassisehen ]:ormeln g'e- 
wonnen werden kann. 

Den Herren Professoren B o h r  und D a r w i n  bi~ ich f[ir ~-iele weft- 
volle Diskussionen und Bemerkungell zn Dank verpflichtet. Herrn 
Dr. He i senbe r~ '  mScl~te ich auch ftir Yiele Anrep'unp'en and kritische 
Urteile herzlichsten Dank sagen. 


