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Zur Quantenmechanik einfacher Bewegungstypen.
Vor E. H. Kennard in Kopenhagen.
(Eingegangen am 17. Juli 1927.)

Es wird die quantenmechanische Losung einfacher Bewegungstypen (Elektron im
homogenen elektrischen bzw. magnetischen Felde, Oszillator) nach der Dirac-
Jordan-Heisenbergschen Methode gegeben. Das Ergebnis kann dahin formuliert
werden, daf der Unterschied der Quantentheorie von der klassischen in solchen
einfachen Fillen nur in der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation zwischen
den Werten kanonisch konjugierter Variabeln besteht. Die Voraussetzung dafiir
ist, dafi das ,Wellenpaket* von Schrodinger im Sinne der neuen Theorie als
» Wahrscheinlichkeitspaket® umgedeutet wird. Nebenbei wird die mathematische
Theorie an einigen Stellen ausfiihrlicher dargestellt.

Schon in den Arbeiten von Dirac! und Jordan? hatte die
Quantenmechianik noch iiber die Arbeiten von Schrédinger hinaus eine
tiefgehende mathematische Ausbildung gefunden. Jetzt hat Heisenberg?
eine wichtige Erginzung nach der anschaulichen Seite hin gegeben und
die Grundbegriffe der Theorie sind in einem bald erscheinenden Artikel
von Bohr noch weiter aufgeklirt. Durch diese Arbeiten scheint der
Grundbau der Theorie von materiellen Systemen in ziemlich vollendeter
Form dargestellt. In der vorliegenden Abhandlung wird das , Wellen-
paket* von Schrodinger im Sinue der neuen Theorie als ,Wahr-
scheinlichkeitspaket“ wmgedeutet und es wird an einfachen Beispielen
gezeigt, wie der Ubergang zur klassischen Theorie gerade durch die
eventuelle Zerstreuung des Pakets vollstindig aufgeklirt wird. Nebenbei
sind auch einige Punkte der mathematischen Struktur etwas ausfiihrlicher
dargelegt.

Der neue Ansatz von Heisenberg ist aus der konsequenten Be-
strebung entstanden, jeden Zahlwert einer dynamischen Variabeln als
Ergebnis eines moglichen Experiments aufzufassen. Behauptet man z. B.,
ein Elektron sei zurzeit ¢ mit einer gegehenen Wahrscheinlichkeit in einer
gewissen Lage, so bedeutet das: eine genaue Beobachtung der Lage zu
dieser Zeit, etwa mit einem p-Strahl-Mikroskop, wiirde das Elektron mit
jener Wahrscheinlichkeit an dieser Stelle zum Vorschein bringen. Bei

1 P. Dirac, Roy. Soc. Proe. 113, 621, 1927.
2 P, Jordan, ZS. f. Phys. 40, 809, 1927.
3 W. Heisenberg, ebenda 48, 172, 1927.
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solchen Beobachtungen soll es nun prinzipiell unmoglich sein, ein kano-
nisches Paar von Variabeln, wie etwa Lage und Impuls, gleichzeitig mit
unbegrenzter Genauigkeit zu messen; man kann immer nur Wahrschein-
lichkeitskurven fiir ihre moglichen Werte feststellen. Die genaue For-
mulierung dieses Verhaltens geschieht am einfachsten mittels des von
Pauli eingefithrten Begriffs der , Wahrscheinlichkeitsamplitude® und der
von Dirac und Jordan erweiterten Matrixtheorie. In unwesentlich ab-
gednderter Form kann man das zugrunde gelegte physikalische Prinzip
S0 aussprechen:

Alles, was wir vom Zustand eines Systems unter gegebenen Um-
stdnden wissen, 1dft sich in Form einer Wahrscheinlichkeitsamplitude
angeben.  Sei diese M (z,x,...%,), WO 2, %,...%, (¢ == Anzahl der
Freiheitsgrade des Systems) irgendwelche unabhingige und miteinander
vertauschbare dynamische Groflen des Systems sind; bedeutet M* den
konjugiert komplexen Wert von JI, so ist MM*dx, ... dx, die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, da8 eine genaue Messung des Wertes der Variablen
zwischen #; und z, + d#,, %, und ®, + da, ... ergeben wiirde. KEs lifit
sich dann die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir irgend eine andere Gruppe
%y ... &, von unabbingigen miteinander vertauschbaren und mit den &'
dynamisch verbundenen Grofen aus M gewinnen durch Multiplikation
mit derjenigen Transformationsmatrix S(z,, ... 2y, 21 ... ), die vom
2-Schema, in welchem die x zahlenartig diagonal sind, zu dem z'-Schema
transformiert, in welchem die &' zahlenartig diagonal sind; d. h.

M@y ... wy) = ; ( My, . wg) S@yy oo & ¥y o k) da, . . day. (1)

Als x oder als &' mogen z B. die Koordinaten gew#hlt werden, und
dabet konnten die z sich auf einen Zeitpunkt und die 2" auf einen anderen
beziehen; oder sie konnten Impulse sein, oder zum Teil Koordinaten und
zum Teil die zu den anderen Koordinaten gehdrigen Impulse, oder die
Energie nebst (4 — 1) anderen mit der Energie vertauschbaren Grofen,
wie z. B. dem Impulsmoment, usw.

Die Wahrscheinlichkeitsamplitude kann als komplexes Wahrschein-
lichkeitspaket betrachtet werden, welches eine bestimmté Ausdehnung
hat und sich mit der Zeit bewegt; oder aber wir konnen die daraus
folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung als reelles Wahrscheinlichkeits-
paket auffassen. Letzteres ist dem Schrodingerschen Wellenpaket sehr
nahe verwandt, wie unten erlsutert ist. Auf die physikalische Be-
deutung der Wahrscheinlichkeit sclbst kommen wir auch unten bei Be-
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sprechung des ,Unbestimmtheitsgesetzes* [Gleichung (27)] zuriick. Zu-
nichst wollen wir aber die notigen Hilfsmittel der Transformations-
theorie kurz anfiihren.

1. Die erweiterte Matrixtheorie.

Fir die meisten FEinzelheiten der mathematischen Struktur ver-
weisen wir auf die grundlegenden Abhandlungen von Dirac und
Jordan (L c.); hier wollen wir nur die Theorie an einigen Punkten
etwas ausfithrlicher ausbauen, die die hier in Betracht kommende An-
wendung betreffen.

Wir werden mit Matrizen arbeiten miissen, in welchen die ,die
Zeilen und Kolonnen numerierenden Variablen“ verschieden sind und
eventuell anch ginzlich oder zum Teil nur diskreter Werte fahig sind.
In diesem erweiterten Sinne unterscheidet sich eine Matrix nur wenig
von einer gewohnlichen Funktion zweier Verdnderlicher (oder mehrerer
Paare von Veranderlichen). Nach meiner Erfahrung hat man eine viel
iibersichtlichere Schreibweise, wenn man denselben Buchstaben fiir die
eine gegebene Variable in allen Schemata darstellende Matrix gebraucht
und die unabhingigen Variablen dann néotigenfalls durch angehingte
Buchstaben angibt. Wir bezeichnen also die Matrix S, deren ,horizon-
tale und vertikale Variablen* # und y sind, unter Umstinden mit S,,,
und ein Element davon, als gewthnliche Funktion von # und y betrachtet,
mit (S) (¢, ¥) oder S(x, y) oder auch, falls z fiir beide Variablen steht.
mit (S) (&, #") oder S(#, #”). Dann ist in zwei Dimensionen:

(Sﬂv'h 23 YL Y2 T’.Lh?lz; 2 22) (mv %oy %y 22)
== _HS(%I, By; Yys Yo) AY18Ys T (Y1 a5 215 Za)s (2

wo die Integration iiber das ganze zulissige Gebiet von y,, y, zu er-
strecken und iber Teilgebiete, wo diese Variablen nur diskreter Werte
fahig sind, durch eine Summe zu ersetzen ist.

TUm nun auch im kontinuierlichen Falle diagonale Matrizen zu haben,
fithrt Dirac ein Symbol § (¥) ein, fiir welches alle Relationen mit anderen
Symbolen gelten sollen, die beim Grenziibergang fiir eine Funktion @ ()
gelten, welche dem Werte O fiir alle & o= 0 zustrebt, wihrend stetig
(oder wenigstens beim (irenziibergang) j(D (@)dz = 1 ist. Die Gestalt
von @ (x) ist dabei innerhalb weiter Grenzen (bei nicht allzu grofer Un-
stetigkeit usw.) ganz willkiirlich. Auf dhnliche Weise entsteht 8’ (x) aus
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der ersten Ableitung einer solchen @ (). Durch ndhere Betrachtung des
genannten Grenziiberganges stellt man folgende Gleichungen fest:

0 (—2) = 0 (), (3a)

0 (—a) = — 9 (), (81)
28" (x) = — d (v), Be)
jf(x)a(_a—x)dm = f(a), (4a)
[f@& @—ads =1 (@) (41)

in welchen fiir £ auch eventuell § oder §' stehen kann.

Manchmal gilt es, eine Gleichung wie g (%, y) = 8 (# — %) zu be-
weisen. In einem solchen Falle ist der linksstehende Ausdruck stets
mathematisch sinnlos (z. B. ein divergentes Integral), und die Gleichung
besagt etwa folgendes: wenn eine kleine Ab#nderung der Funktion ¢ (z, )
so vorgenommen wird, da der Ausdruck einen Wert erhilt, und g (z, y)
dann ihrer urspriinglichen Form zustrebt, so nihert sich der Wert des
Ausdrucks dem Grenzwert 0, falls # 4= y, wihrend jg(x, y)ds und
j' g, y)dy den Wert 1 besitzen oder doch wenigstens in der Grenze
annehmen. Ahnlich heiBt ¢ (z, ) = 8’ (x — »): wenn g auf diese Weise

abgedndert wird, so wird sie zu der Ableitung einer Funktion der eben
beschriebenen Art.

Diese Eigenschaften miissen von der Art der Einfithrung des Para-
meters unabhingig sein, was in den tatsichlich vorkommenden Fillen
ohne Beweis geniigend einleuchtet.

Die Einheitsmatrix heift dann in einem (2, #) Schema:

(Iz) (@, &) = 0 (' — 2"); (5)

denn, wenn § irgend eine Matrix in diesem Schema ist, so ist nach (3 a)
und (4 a):

(SH, 2" = j S, x)dxd (x — 2'") = S, 2"),
oder S7—S. In % Dimensionen ist
(D) @y, a2, oo s 2, @y, ) == O (2 —23) 8 (@ —a5) ... 0wy —1yy),  (6)
und fiir eine Diagonalmatrix T gilt:
T (@, oowy; &Yy wy) = T (2, ... 3) 0 (w0 — &) ... 0 (2, — )
= T (%), ... %) 0 (27 — ) ... & (), — ), (M)

wo das zweite und dritte 7 eine und dieselbe gewihnliche Funktion der
w Variablen darstellt.
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Die beiden definierenden Gleichungen fiir die Reziproke einer Matrix
in einem ,gemischten Schema sehen verschieden aus, z. B.:

SaySyzr = leor SyoSey = Iy ®)

Trotzdem werden wir beweisen, daB, wie im diskreten Falle, die eine
dieser Gleichungen die andere mit sich zieht, wenn das Funktionensystem
der S, vollstindig ist; bei der ,Normierung® braucht man also nur dafiir
zu sorgen, dafl die eine Gleichung befriedigt ist.

Sei 8, (, y) die Bezeichnung fiir S(z, ), wenn es durch Einfithrung
eines kleinen Parameters o« so abgedndert wird, daf folgende Integrale
konvergieren; dann besagt die erste von Gleichung (8), da stets S~ (y, z)
= S*%(z, 4) sein muf:

lim “sl &, y) St ) da" dy = 1;
a=0

lim j S, (&, y) S*@', pydy =0, 2 &+ a"

a=0

)

Betrachten wir nun die Integralgleichung

T = [ @@ St (@ y") da, (10)

wo J, (y") als willkiirliche Funktion und ¢ (z) als die Lésung der Glei-
chung aufzufassen sind. Dann ist

[7.0) 8@ dy = [[o@) 8 @y)Si@, y)da'ay. (1)

Fiihren wir bier rechter Hand die Integration nach g’ aus und lassen
wir alsdann o; gegen Null gehen, so konvergiert nach (9) die so gewonnene
Funktion von #' gegen Null fiir ' &= #; also leuchtet es nach (9) ein, daf

lim [ (2)8,(2 9) St (@, ) da' dy = @ @)
=10

Jetzt setzten wir den so aus (11) gewonmnenen Ausdruck fiir ¢ (x) in
(10) ein und erhalten:

lim J, (y") == lim | {7, @) S, (2, 9) S¥(z, y") dwdy.
o=0 =90

Da nun J, (y) willkiirlich ist, so sieht man leicht, daf diese Gleichung
nur dann bestehen kann, wenn

lim H.Sl (@, ¢ S¥(x, ) dzdy = 1;

a—=0"

li jSJ (!E, y') Sr(-ﬂ, y”) do — O, y' —+ ?/’17
a=20 -

was gleichbedeutend ist mit der zweiten von den Gleichungen (8).
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Weiter brauchen wir eine Matrix, die zu einer gegebenen Diagonal-
matrix kanonisch konjugiert sei. Im gewdhnlichen Sinne kann nun eine
solche Matrix iiberhaupt nicht existieren.

Im diskreten Falle bedarf diese Behauptung kaum eines Beweises.
Im kontinnierlichen Falle branchen wir nur zu beweisen, daB, wenn A
eine diagonale und B irgend eine andere Matrix ist, so ist

(AB—BA)(@'z) — 0.

Ist nun B nicht diagonal, so ist

AB) (@ o) = [ A@)d (@ —2)de Bz, ) = A @) B(r, &);

v

und Vertauschung von A und B sndert an diesem Ergebnis nichts. Ist
dagegen auch B diagonal, so ist [nach (4a) mit § fir f]:

(AB) (&', 2"y = j A@)S (' —x)dz B (") 0 (x—2") = A () B(x") 6 (x'—z"),
(BA)(x,2") = j B@@)d(@—n)dr A@)d@z-2")=B @) A@") 0 —z").
Die rechtsstehenden Ausdriicke sind aber gleichwertig; demnn sie ver-
schwinden beide fiir ' = 4", und man hat z B. fiur irgend eine f(x)
nach (4a): :
j (@) A@)B@) o — ") da’
— j f@)B@E)A@)O@ —a)da = f@") A@") BE).
Die kanonisch konjugierte Matrix kann also nur symbolisch sein.
Im Schema, wo die Koordinaten ¢q,, ... g, folgende (estalt haben:
G @y Qs G- G) = GO (@G — ) -
= ¢/ 0(qt —41) - 0(2u— 9 (12)
hat Dirac gezeigt, dal die Matrix p,:
gy i) =80 (@ —g) .- 0 (@1 — &) 0" (4, — 4)
O @41 —r+1) - 0 (qu— qu); (13)

wo ¢ = h/2mi ist, zu g, kanonisch konjugiert ist. Den Beweis kann
man sehr einfach geben, z. B. in einer Dimension:

(pg—qgp)(d,q") = e_f 0'(@—9dgg'0(g—g") ¢ f 9'0(¢—9)dgd (g—¢")
=e(@'—9)0(@—q") =280 —0q) =&y @, 4"

nach (4a) mit £ — 0" und (3¢). In (12) und (13) konnen auch die

Impulse p und die Koordinaten g bei gleichzeitiger Umkehr des Vor-

zeichens von & umgetauscht werden. Matrizen, in denen nebst Zahlen
Zeitschrift fir Physik. Bd. XLIV. 29
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hochstens das Symbol 8 vorkommt, wollen wir zahlenartig nennen, Matrizen
wie p, oben, die doch auch diagonal sind, symbolisch diagonal.

Bei Anwendungen der Theorie muB man nun sehr oft von einem
Schema, in welchem gewisse Variablen zahlenartig diagonal sind, zu einem
neuen ibergehen, in welchem andere Variabeln diese Eigenschaft besitzen.
Fir die Auffindung der notigen Transformationsmatrix haben Dirac und
Jordan eine allgemeine Methode gefunden.

Nehmen wir z. B, an, wir haben ein Schema vor uns, in welchem
die (einzige) Koordinate # als Matrix zahlenartig diagonal ist und der
zugehdrige Impuls £ die einfache Gestalt (13) besitzt, und wir wollen
zu einem neuen Schema iibergehen, in welchem eine Variable ¢, als Funk-
tion 2(§, «) gegeben, zahlenartiy diagonal ist. Sei S(w, #) die notige
Transformationsmatrix, :wo # irgend eine Funktion von z (eventuell die
,Quantenzahl“) bedeutet, die wir als unabhingige Variable benutzen
wollen. Dann beweisen jene Autoren folgende Differentialgleichung fiir
S [z. B. Gleichung (11) bei Dirac]:

2 <a (%, 70) S (z, n) == & (n) S(x, n). (14)

Der Differentialoperator ist hier in der iiblichen Weise aus # (£, ») durch
Ersetzen von £ durch ¢d/0» zu bilden.

Die Losungen dieser Gleichungen miissen dann so normalisiert
werden, daf

Sa:n ;i = Iz ;;, an — Inns s ("7 1:) = §* (1’, ”) (15)

Fiir den diskreten Fall kann man es mit Jordan einfach so auffassen, dal
die Normierungskonstante fiir unzulissige Werte von # einfach Null ist;
so gewinnt man einen konsequenten Grund fiir die Weglassung dieser
Werte bei der Berechnung von Wahrscheinlichkeitsamplituden. Es ist
merkwiirdig, daf die Form des Auftretens von der neuen Variable # durch
die Normierung nur zum Teil bestimmt wird, doch so, daB keine Will-
kiirlichkeit in der Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die neue Variable
ibrig bleibt. TUm diesen Umstand klar zutage treten zu lassen, wollen
wir zeigen, daf die Matrizen innerhalb des %-Schemas noch weiter trans-
formiert werden konnen, ohne daf die diagonale Gestalt von z oder die
Normiertheit von S verloren geht; mit Riicksicht auf andere Anwen-
dungen, wollen wir den Beweis dafiir von einem etwas allgemeineren

Standpunkt Hihren.
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Soll die Transformation T, die zahlenartig diagonale Matrix z, in
eine andere solche z, tiberfiilhren, so gilt:

Tz,T =2z, z;T =Tz, (16)
oder :
j' g mYSm —nw)dnT (m,n") = j T, n)ydrnez,(n")d(n —n"),
2, ()T, 0"y = z,(n"y T (0, n"),
nach (4a). Da T'(n",n) = T*(n,n"), 2(n) — #%(n), so ergibt sich
auch durch Umtauschung von n' und »” und Ubergang zum konjugierten

Wert:
2, )T, n") = 2,(n) T (n, n").

Nun wollen wir noch fordern, dal 2, und 2, in derselben Richtung mit
n wachsen. Dann ergibt sich: 7'(n',#’") = 0 fiir %' 5= %", also T (0, n")
= T'@®)0(n —n"). Die Forderungen

TT-1=1, T-1@" ») =T%@,n"
liefern nun:
.f TWYom' —n)ydnT*@xn")d(n —n'")
=T®)YT*W)oWM —n") = § (0 — a"),
oder, durch Integration nach »", T(n') I'*(n’) — 1, woraus folgt:
T, n") = d2®0m' —n") = 9@ §n' — n"), (17
wo @ (n) reell aber sonst willkiirlich ist !

Nachtriglich bestitigt man nun leicht, daf die Transformation

Slzn - S:cn Tnn

S, (5, n) = 9™ S (z, n) (18)

oder

ebensogut wie S,, die Matrix z,, zahlenartig diagonal macht. Die
‘Wahrscheinlichkeitsamplitude fallt anders aus, denn

M, (n) = j M (%) S, (x, n)dx = giv ™) f M(%) S (@, n)yds=ev®™ M@m), (19)
aber die Wahrscheinlichkeit selber bleibt ungetndert, da
M, (n) M3 (n) = M (n) M* (n).

Diese Willkiir in § betrifft vielmehr die Gestalt von £, der zu 7 kanonisch
konjugierten Variable, im neuen Schema. Sei £ als {(&, x) bekannt, und
setzen wir der Einfachheit halber » = 2. Dann findet man, daf ¢ aus
der Formel §,, == 577 &;. S;. berechnet im allgemeinen die Gestalt (13)

1 Vgl. Born, Heisenberg, Jordan, ZS. f. Phys. 85, 578, 1926.
22%
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nicht besitzt (diese Unbestimmtheit der konjugierten Variable wird
iibrigens von Dirac und Jordan erirtert). Wollen wir nun noeh ver-
langen, daf {,, doch diese Gestalt im neuen Schema haben soll, so konnen
wir die umgekehrte Transformation vom #- zum 2-Schema auf eine genau
entsprechende Weise behandeln. Die Matrix dazu ist natirlich S7; und
wir haben fiir sie

[0 Ny N el 5
2 s 5 ) S=1(z, @) = xS—1(z, 2), (20)
wo % (£, #) den Ausdruck fir x als Funktion von {, # bedeutet, oder, da
571 (e x) = 8% (x, ),

x(—a—(%,z)S(x,z) = x 8(x, 2). (21)

(14) mit # = # und (21) bestimmen dann S(», #) bis auf eine von
und ¢ (oder ») unabhingige Konstante.

Die Befriedigung von (21) sowohl wie (14) ist wohl fiir Wahr-
scheinlichkeitsberechnungen entbehrlich; sie fiihrt aber einen engen An-
schluf an die Schriodingerschen Wellenpakete herbei, wie unten an
einem Beispiel (Elektron in elektrischem Felde) erldutert wird.

Fiir ein System von mehreren Dimensionen erhdlt man ganz ent-
sprechende Resultate. Hier ist z = ¢ (p,, ... pu; gy, .- qu) und (14)
und (21) werden zu partiellen Differentialgleichungen fir S.

Von den « Variablen g ausgehend, wiirde man naturgem#f erwarten,
gleichzeitig # neue Variable im neuen Schema diagonal machen zu kénnen,
was ja die gleichzeitige Losung von # partiellen Differentialgleichungen
fiir S benttigh. Im allgemeinen besitzt nun bekanntlich ein solches
System von Gleichungen keine gemeinsame Lisung; aber hier unterliegen
die Gleichungen noch der Bedingung, daB als mneue Variablen nur unter-
einander vertauschbare Grofen gewshlt werden diirfen. In der Tat be-
weit man sehr leicht, daB, wenn ein System von partiellen Differential-
gleichungen vom Typus (14) eine gemeinsame Lisung besitzt, die
linksstehenden Operatoren stets miteinander vertauschbar sind; wenn
diese Operatoren in p und ¢, d. h. 0—0q— und g linear sind, zeigt weiter eine
einfache Rechnung, daf8 diese Bedingung fiir das Bestehen einer gemein-
samen Losung auch hinreichend ist. Fiir zwei unabhingige Variable hat
man z. B. aus

Jd 0 0 0
f<%, 3y’ #, y>S(m,y) = a Sz, y), !J(m; 3y a‘,ﬁ/>S(x, y) = bS(z, »),
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die Gleichungen ¢fS = ag8 — absS, fgS = bfS ="baS = ab$§,
also gfS = g8, welches die Vertauschharkeit von f und g beweist.
Pann haben wir:

8= (aldx ﬂla trat oy +e)S = as,

(22)
gS — (“ﬁd_x+ﬁ25jy+y2x+62y+52>s - I)S:
und
0 d 0 ‘ J
f9 = “17’2%95‘!‘“271”%“”‘31620—?;?/‘}“56261?/@+"',
0 0 d 0
gf = “271%w+“172x%+62610_?/?/+ﬁ16295?/+"'7
also

(Fg—91) = ouy, — ey + 0, — B, 0,
Nun ist aber nach (22):

08 1 08 1
oz (ﬁl — B0y + -1, @:—E(alyg——ocgyl)x—}—---

Ist also fg —gf = 0, so ist anch

2SS PS8
dyoz  Oxdy’

und eine gemeinsame Losung existiert.

Man mochte vermuten, dafl die Bedingung auch im allgemeinen
hinreicht.

2. Die Transformation S (g, p).

Um zur Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation zu gelangen,
fassen wir jetzt die Transformation von Koordinaten zu Impulsen ins
Auge. Es wird geniigen, den eindimensionalen Fall zu behandeln, aber
diesen werden wir ziemlich ausfiihrlich auseinandersetzen als einfaches
Beispiel der Transformationstheorie.

Indem wir in (14)  — ¢, ¢ — n =— £ — p setzen, erhalten wir:
d by
25, 5@n =p8@; S@p) =Cer. (23, b)

So ist fS (g, p) S* (¢, p) dp divergent, wie es sein muf. Wir schreiben also

@ rq
. — 5P+
— lim Ce 2 e

&=
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dann ist?

(SepSpd) (@) 4" = [S(¢, ) 5* (¢, p)dp

—a2p2 _1, tgtt LN IAY )
— lim CC*fdpe Pl Q)p:Iim.CC*l/Eexp[(q—Q)—]-

== o 4 DCZ 82
Da & == — h?/4 #% so verschwindet dieser Ausdruck fiir & — 0, aufler,
wenn ¢' = ¢". Ubrigens ist
-t N
=0 o 4o &*
dasselbe folgt aus Integration nach ¢"”. Die Lésung wird also nach p
normiert sein, wenn wir & C 0% == 1 setzen, oder
1 B4
S(Q: p) = —=e* ’ .29

Vh
wo A eine willkiirliche reelle Zahl ist. Man bestiatigt leicht, daf die
Lisung auch nach ¢ normiert ist, d. h. §;3 S,, = 1,,, Der Wert der
Normierungskonstante findet sich bei Jordan und Heisenberg micht.
Neben der in (24) angegebenen S (g, p) ist auch

240

Sl (% P = Ce? ’
wo @ (p) irgend eine reelle Funktion bedeutet, eine Losung von (23a),
und zwar wird sie durch denselben Wert von C normiert. Wenn wir
aber noch fordern, daf S auch der umgekehrten Gleichung gentige,
ndamlich (21) mit — & fiir ¢ (weil wir von einem Impuls zu einer Koor-
dinate ibergehen) oder

0
aa—ps(%lo) — qs(Qrp)a

dann muB ¢ (p) = Konstante sein.

Um ein weiteres Beispiel fiir die Handhabung der 8-Symbole an-
zugeben, wollen wir noch bestitigen, daf unser § in der Tat g in eine
zahlenartig und p in eine symbolisch diagonale Matrix iiberfilhrt. Wir
haben:

99¢(@,9") = 400 —0q") Pgq(d’q") = 8" (d' —¢")
Por = SpiPeaSepr Gop = Sp0qaqSep: STH(® ) = 5 (2, p),

1 Man bedient sich der Formel:
je—(a-k-ib)a:Zdw — Vaila+ib),
falls ¢ und b reell sind und ¢ > O ist. Bei Integrationen mnach ¢ und p sind die
Grenzen im allgemeinen — co und 4 co.
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also, nach (13) und (4b):

2P _ P2
p@,p") =HmCC*||e 2 ¢ odg,.80'(q,—qy)dge ? ¢
a=10
1 m @Rt p”-p,q
= lim - s‘(——oceqf}—p) h s g,

o @ 2V T
200
Dieses verschwindet fiir p' == p". Es ist auch

) V_ (p'—p'?
-fp(p',p”)dp’ = lim .—f(p +pe ¥ dp = p",
j p(p,pNdp = p.
Also ist
p(p,p") =p" 0@ —p") =p 0@ —p")

was den zahlenartig diagonalen Charakter von p bestitigt. Weiter ist

_giqu_.p_,g _ﬁqzz_;_w
g@,p") = lm CC* [|e 2 ¢ dq.q,0(q —qg)dge 27 ¢

=0
) 1 _a2 q12 + p!f__z p -_-p' (p”w;&p;’)z
:‘hmﬁque £ dql_hm‘/ﬂm 4
@ —p"?
— — ¢ lim ———-——d P/n: 4a2e |,
am=od (P — ") loh

Dieses verschwindet wieder fiir ' 9= p”; auch ist das Integral des ein-
geklammerten Ausdrucks nach p' oder p” gleich Eins. Also gilt:

q (pl’ p”) _— E 6/ (1)' ‘_-1)”).v
wie verlangt. Wir konnten auch weitergehen und (4b) bestitigen, nach
dem j'f(p") q(p,p"ydp' = —&f (p") fiir jede f (p) sein soll.

Das Unbestimmtheitsgesetz. Jetzt wenden wir uns zu dem
eigentlichen Kern der neuen Theorie.
Sei M (q) die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir ¢ und ¢; das durch

g} =2 [ (1 — an)® M (9) M* (@) dg (25)

definierte Prizisionsmall oder Unbestimmtheitsmafi; wo ¢,, = J' gMM*dy
ist. Dann ist fiir p nach (24):

1 »a
M(p) = Vi M(gyes dg. (26)
]
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Zunichst betrachten wir die Gaufische Verteilung, um die Rolle
des imagindren Teiles der Amplitude zu erldutern. Sei
_ (=
M) = Ce %
Dann ist nach (26)

1[0 (4= 4m)? + ¢ (4= )]

P—pp)®
IR (pm )+ o1 (p =) +

M(p) = C,e t ,

h 1 4q¢ 2m 27
_pm_—-—g—j—tc, b_12 72 [ +b:|7 Cl——-"h—%m d'——Tpm‘lmv

2 ]2

P =5+

4

Wir bemerken, dall der Koeffizient ¢ des linearen Gliedes dem Mittel-
wert p,, entspricht. Dagegen hingt der Koeffizient b des quadratischen
imagingren Gliedes mit dem Produkt p; ¢; zusammen; fiir b = 0 hat
p:q; den von Heisenberg hervorgehobenen Minimalwert /2 .

Man kann allgemein feststellen, dal von allen Funktionen M (g) die
GauBsche Verteilung mit » — 0 den kleinsten Wert fiir das Produkt
P, q; liefert. Wir haben

PP =20 —pn)’ = 2[p*—2pp, 4+ py] = 2" — 1},
PP = [p* M (9) M* () dp,
also nach (26)

pi +2p; =

= 10

. 2 (@1 —q2)
j J J 230 (q,) A% (gy) ¢ dy, dg, dp
2¢

ut —a2p2 48— gy
¢ dg, dg,dp

m [ ] {ar a0 e

=0
n ‘,— (41— ¢2)?
- ﬁiﬁ?”ﬂf(‘h)ﬂ'“(‘l)e L@ dg, day,
2 9 52 I 4 (3
Pi+ 2P — B ‘ I (q,) AU (qy) dyy,
weil bei ¢ == 0 der Integrand doch schlieflich nur fiir kleines (g, — g,)

merklich von Null abweicht. Auf dhnlichem Wege findet man:
P =PI (1)) s (pydp

I ']
— 2 () M () dg — ——jM(q) M= () dy,

[l

] [
2o =5 fiﬂ () % () — M (@ M* (@] dg.
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Sel nun irgend eme Amplitude 3/ (¢) gegeben, mit den entsprechen-
den Werten von ¢; und p,,, so setze man
_mim)t gaiy,
2 g2 A
M) = @@, M@= Ce

Dann findet man aus oblgen Formeln und der Relation J MAM*dqg = 1:

ma

2

2
WA = [(Q qq’”) + 5 ]mp — ‘1’”—— (FF=) My M¥
i
27[ fa s B F At gaf *
— Pm (f/ — f¥f )J'IOJI() + f'f :"IIIOJ[O,

o1
p?—}—?p?ﬂ:‘)—{ 4K(Q—qm)2ﬂfﬂ[ (lq—]— pm
27 g
1 27 Qi coo .
+(1—2_q_4‘! (q_"(lm) JIj[ﬁd‘l—T')nL (r *—f*f')Moﬂ[(’)"dq
T i o

+ | rreanatsag),

wo das erste rechts stehende Integral einfach gleich ¢}/2 ist; ferner:

MME MM = (F5f — %) M, E »T’L” P f F5 MM#,

) ih . " tmi )
zpm—‘ {‘(fh ff*)JIJIéd‘]—"—h_Pm[\;

also

[ —rrs g = o,

. o1 e r
Pi =34 <—)—€l7 + j 1M, MG dﬂ):
und, da das rechts stehende Integral nicht negativ sein kann, gilt ganz
allgemein:

puz o

Dieses ist das etwas verallgemeinerte Unbestimmtheitsgesetz von
Heisenberg. Es setzt eine untere Gremze fiir das Produkt der Un-
bestimmtheitsmaBe fiir jedes Paar kanonischer Variabeln fest. Zunichst
bezieht sich dieses Gesetz auf die Unbestimmtheiten in den Aussagen,
die wir iiber die Ergebnisse von sich gegenseitig ausschliefenden Experi-
menten machen konnen. Sind z. B. g und p Koordinate und Impuls
eines freien Elektrons, so konnten wir zur Zeit ¢ den Wert von g genau
feststellen, etwa durch Beobachtung mit einem y-Strahl-Mikroskop; oder
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aber wir konnten den Wert von p genau feststellen, z. B. indem wir das
Elektron mit monochromatischem Lichte bestrahlen und den Doppler-
effekt beobachten. Die zweite Beobachtung laBt sich allerdings nicht so
einfach auf einen bestimmten Zeitpunkt beziehen wie die erste (eine #hn-
liche Unbestimmtheit in der Zeit bei Energiemessungen wird von Heisen-
berg und Bohr besonders hervorgehoben), doch soll hier auf diese
schwierige Frage nicht eingegangen werden. s gentigt, festzustellen,
daB eine genaue Kontrolle der Frequenz bei Dopplereffektmessungen
bekanntlich unendlich lange Zeit in Anspruch niremt, wiabhrend die Beob-
achtung von g infolge eines ungeheuren Comptonschen Riickstofes die
Bewegung stort; aus diesen Griinden ist eine gleichzeitige ;enaue Beob-
achtung von g und p prinzipiell ausgeschlossen.

M (q) M* (q) ist also die Wahrscheinlichkeitskurve fiir das Ergebnis
einer genauen Beobachtung von ¢, und M (p) M* (p) dp ist die Wahr-
scheinlichkeitskurve fiir das Ergebnis einer als Alternative zu jener be-
trachteten genauen Beobachtung von p; und (27) bringt eine charakte-
ristische Relation zwischen diesen beiden Kurven zum Ausdruck.

Man kann aber auch beide Groflen in einer einzigen Beobachtung
messen, also wohl gleichzeitig, aber nur mit beschrinkter Genauigkeit.
Bei einer solchen Beobachtung fragt man in der klassischen Theorie nach
dem ,Fehler¢ des gemessenen Wertes. Von dem neuen Standpunkt
schwebt nun zunichst dieser Fehlerbegriff in der Luft, denn er setat
doch micht nur den Begriff eines beobachteten, sondern auch den
Begriff eines ,wahren Wertes voraus, und letzteren gibt es im physi-
kalischen Sinne nicht mehr. Anscheinend kann man die Sache so auf-
fassen. Jede solche Beobachtung stért notwendigerweise (durch Compton-
schen RiickstoB usw.) das beobachtete System; als Ergebnisse berechnen
wir also entweder Werte vor der Beobachtung oder Werte nach der
Beobachtung. Erstens hat nun eine durch die Beobachtung gelieferte
Wahrscheinlichkeit fiir einen bestimmten Wert einer Variable vor der
Beobachtung wohl folgenden Sinn: eine genaue Messung dieser Variable,
die man statt der tatsichlich geschehenen Beobachtung hitte anstellen
konnen, hitte diesen Wert der Variable mit der genannten Wahrscheinlich-
keit ergeben. Zweitens bilden die durch die einzige Beobachtung erlangten
‘Wahrscheinlichkeitskurven fiir Werte der Variablen nach der Beobachtung
eben die Anfangskurven fiir ein neues Wahrscheinlichkeitspaket.

In allen Fillen kann man also wohl ruhig behaupten, dafl die Priizi-
sionsmafle bei einer solchen gleichzeitigen Messung von zwei kanonisch
konjugierten Variablen stets der Relation (27) unterliegen werden. Die
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, Beobachtungsfehler“ erscheinen in der neuen Theorie als mit der stati-
stischen Unbestimmtheit selbst zusammengeschmolzen.

3. Zusammenhang mit den Funktionen und Wellen
von Schrodinger.

Die neue Theorie sei hier angewendet auf die Behandlung von
Problemen, in denen Anfangslage und Impuls gegeben sind und nach
den Werten dieser Variabeln zur Zeit ¢ gefragt wird. Um die Losung
durchzufiihren, hat man dann zunichst die Hamiltonschen Bewegungs-
gleichungen nach den Regeln der nichtkommutativen Algebra zu losen
und so die zeitliche Relation der Koordinaten und der Impulse mit den
Anfangswerten zu gewinnen, und alsdann die Transformationsmatrix vom
Schema der Anfangsvariablen zum Schema der Endvariablen zur Zeit ¢
aufzusuchen. Aufler in den einfachsten Fillen ist aber diese Aufgabe
nicht leicht, und folgender Umweg diirfte oft eher zum Ziel fiihren. Wir
transformieren zun#chst von den Anfangsvariablen zur Energie A und
erst dann wieder von der Energie zu den Endvariablen; die Funktionen
fiir diese beiden Teiltransformationen sind dann die bekannten Schréo-
dingerschen Funktionen (ohne Zeitfaktor). Dabei mufl aber beachtet
werden, daf die Matrizen im H-Schema nicht eindeutig sind; vielmehr
liefert die erste Teiltransformation fir die Endvariablen Matrizen, die
Funktionen der Zeit sind, wihrend die zweite von einem Matrizensystem
ausgehen mufl, in welchem diese Variablen ruhen. Eine Zwischentrans-
formation im H-Schema muB also eingeschaltet werden.

Indem wir die Ausfiihrung auf eine Dimension beschréinken, sei
S; (4y, my) die Transformation vom g¢,-Schema zum H-Schema und
Qony ny Ony,n, USW. die so gebildeten Matrizen, fiir welche die Quanten-
zahl ». als unabhingige Variable n, geschrieben ist; sei 1’ (n,, n,) die
Zwischentransformation und S, (1, ¢) die Transformation vom H-Schema,
in welchem wir nun die Quantenzahl #, und die Matrizen Gon, nyy n, n, USW.
schreiben, zum ¢-Schema. Dann muf 7 mnach (17) folgende Gestalt
haben, damit sie H diagonal lasse:

T (ny,ny) = 9™ (0, — n,),
und, wenn ¢ fiir ¢ oder p steht, so gilt:

Gnineg =— 'nyny Guang I nanys
TIONNY — gyt
g, n)) ::j 90D § () — ) dwly g (i) 0y dny e 00§ (n) —n')

_ r_ ooy dlp@l D —@@, D]
= g (n, ny, vy, = nj)e 1 EL

also
g, ny) == ig @, n)) [p(n), ) — @ (0] 1),
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da gy, p, von der Zeit unabhiéingig. Nun gentigt g, ,, den Hamilton-
schen Gleichungen:

. 1 s 1 -
Ining — z (Hg _gH)7 g (71’17 nl) == E(H;z’1 - H’n’l’) g ("11 ”1)5
also ist

’ rn 1
@t (nlit)_q)t (nut) —_— (Hn' - n’l’),

i8 1
1
o @mt) = e H,t+ 0 (n) -+ B@.

Fir t = 0 mub gy, n, = @n,n, sein, also ist & (n) + §(0) = Const,
wofiir wir einfach § (n) = O setzen wollen.

Sei nun
S (Qm 77'1) = ¢ (q()z ”1)7 S (7l2, Q) = ¥ (% nz):

wo ¢ (q,n) die Schrédingersche Funktion oder normierte Lsung von
0
1 (& 5 0) ¥ @) = Ho v (an) (28)

ist.  Dann ist die Gleichung

Sfloq - S(Io?lt’ Tn1 ng Snz(l

gleichbedeutend mit

THLLEIfO

S (o ) = | (@0 m) w* (g 1) ¢ dn. (29)

Es fallt sofort auf, daf nicht nur S(g,, ¢), sondern auch die daraus
zu berechnende Wahrscheinlichkeitsamplitude

M (@) = [ M (4) 8(a00) day (30)

eine etwas erweiterte Schrédingersche Wellengleichung befriedigt,
so z. B.

oM

¢ ot

[¢* befriedigt (28) mit — ¢ ftr &]. Bei Schrodinger ist nur 8' () — 0,

aber dieser Unterschied ist unwesentlich; 2/ enth#lt nur eimen physi-

kalisch belanglosen Faktor exp [if (t)], der sich beliebig mit der Zeit
andern kann, eben wie etwa dem Geschwindigkeitspotential eine dhnliche

— H<— ea%,q>M+ ie B (1) I

additive Konstante y () zugefiigt werden kann und dementsprechend ein
neues Glied in die Differentialgleichung hereinkommt, ohne daf irgend
etwas physikalisches passiert. Unsere Wahrscheinlichkeitsamplitude ent-
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spricht auch der zum gewdhnlichen Schrodingerschen Feldskalar kon-
jugiert komplexen Funktion.

Wir sind also zu folgender Aussage gefithrt, indem wir die einfache
Verallgemeinerung dieser Betrachtungen auf mehrere Freiheitsgrade vor-
wegnehmen; die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir die Lagen-
koordinaten breitet sich bei passender Wahl des willkiirlichen
Faktors nach der Schrédingerschen Wellengleichung aus. Das
» Wahrscheinlichkeitspaket* I (¢) M* (¢) kann also auch als Schrédinger-
sches Wellenpaket aufgefalit werden; in der Tab stellt (830) nichts anderes
dar als die Entwicklung von I (g) nach den konjugierten Eigeun-
funktionen ¢*, jede mit einem fiir die Normierung belanglosen die Zeit
enthaltenden Faktor belastet.

Im Lichte dieses Ergebnisses wird man fragen, worin denn iiberhaupt
der Vorteil der etwas abstrakten Matrixtheorie liegt, und ob man nicht
die Wellengleichung zum einzigen Fundament erheben solle. Im Bereich
der Elektronenmechanik hitte dieses allerdings den Nachteil, daf} dann ein
zweites unabhingiges Postulat anscheinend nétig wire, um von den
Koordinaten zu den Impulsen iiberzugehen; es sei denn, dafl eine ein-
schligige Untersuchung davon, was man eigentlich als Geschwindigkeit
oder Impuls miBt, diese Notwendigkeit beseitigen und die Impulse im
Grunde genommen vielleicht immer nur als Differentialoperatoren wiirde
erscheinen lassen. Der Haupteinwand gegen die alleinige Benutzung der
Wellengleichung liegt wohl in folgender Uberlegung:

Betrachten wir ein freies Elektron, dessen Wahrscheinlichkeitspaket
schon beim Ausdehnen eine erhebliche Grofe erreicht hat. Es scheint
kaum angebracht, die Elektrizitiat als iiber das Paket verteilt zu denken,
ebtwa mit Dichte ¢ ¢* — MM* weil eine Beobachtung etwa mit einem
y-Strahlmikroskop zu jeder Zeit die ganze Ladung in irgend einem ein-
zigen Punkte entdecken kann. Die Folge einer solchen Beobachtung ist
in der Tat merkwiirdig. Im Augenblick, da wir die Lage des Elektrons
so feststellen, verliert das urspringliche Paket jegliche weitere physika-
lische Bedeutung; wir miissen ein meues kleineres Paket an seine Stelle
treten lassen. Es will doch scheinen, daf ein hoherer Grad von Wirk-
lichkeit noch immer dem Elektron als Partikel zukommt als dem Wellenpaket.

Uber die statistische, diskontinuierliche Deutung der mathematischen
Formeln kinnen also kaum Zweife! bestehen; hinsichtlich der mathematiscli-
technischen Durchfithrung wird es von dem gestellten Problem abhiingen,
welche Methode vorzuziehen sel.
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Beispielderfreien Bewegung. Hierkonnen wir setzen H = p?/2m,
und die Schrodingersche Gleichung und ihre normierte Losung heifen:

&2 02111 L __V "” —VQer
Smar LV ¥ hV

Zur Kontrolle der angegebenen Normierung bemerke man, daf

. 1 q/m
B VE.
— lm }:rz: ‘/m

, i dx L[]/gmH”—VzmH’]a:—-a2:c2
dH j mes

(ZH' m VHH VH!)Z

Tl HEYL" .
da der Integrand doch schlieflich nur hei ' = H" merklich von Null
abweicht. Dann liefert (29), wenn wir n — H setzen:
1 Cd H
Sawd =7 ’;’ T cap | VEWH (6, —a) + 5 HE + B0,

oder, wenn wir zuniichst ¢/e durch (— o + t/¢) ersetzen und dann ¢ gegen
Null gehen lassen,

im M 22443
S(gpq) = ”e T B TR T IR0
Dieser Ausdruck stimmt mit dem unten auf direktem Wege gefundenen
[man setze g == O in (31)].

4. Drei einfache Bewegungstypen.

Es ist emn groBer Vorteil der neuen Theorie, daf die klassisch ein-
fachen Bewegungen wieder verh#ltnifmiBig einfach zu behandeln sind.
Neben dem durch Heisenberg behandelten Fall der kriftefreien Be-
wegung eines Elekirons sollen hier die Losungen fiir drei einfache Kraft-
typen dargestellt werden.

A Elektron im homogenen elektrischen Felde. Sei das Feld

der z-Achse parallel und betrachten wir nur die Bewegung in diese

Richtung; sel die Kraft == — m g, wo w = Masse des Elektrons. Dann
sind die Hamiltonsche Funktion und die Lgsung der Hamiltonschen
Gleichungen:
H = +mgur,
‘7m§ g

¢ _ t
X =x,+&——3911, X, =x—§—— 91,
R m
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wo & den Impuls und x,, & Anfangswerte zur Zeit ¢ — 0 bedeuten. Dann
liefern (14) und (21) (man setze gz, fiir & und » fir 2 = n):

gt 0 gt 0
o —%gﬁ—x}S(mo,m):O, {Eﬂ‘Fx“%gtz—%}S(%,x):O?
) g
[im — —age—" o 4wy + 10
S(mo,x): zh_ntze 7o @ % 7o @t X tig ’ (31)

wo @ () willkiirlich ist (in demn folgenden Beispielen wird dieses Glied
weggelassen). Der Normierungsfaktor wird gefunden, indem man C dafiir
einsetzt und fordert:

lim C C* jj dx'dxyexp I_ <oc2 — L;) (& — x,)?

e=0 (
m " mgt
—( )@ =+ 5L @ — ) =1,
. ety
das ¢ im Zihler wird hier eingefithrt, um die Wahrscheinlichkeitsamplitude
bei t = O stetig zu erhalten.

Ist nun @o—@m)? 9z,

M(z) = Cye 2ef  n w7 (32)
die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir s, bei ¢ — 0, und
(~ —;m) Q1il’ .
M) = C, V IEG (33)

wo 7 £} = h?|4x?, die entsprechende Amplitude fiir £ [vgl. G1. (26) oben],
so ist die Amplitude fiir & bei ¢ — ¢: 'fM () S (w5, ¥) d, oder

S t 1,02 . )2
27[?/7}11' [ (‘I"_‘gm_}_igt _'l'm) l .
"'v — (2 m . «
M(x)y = C, V_—_ht T omima P\ sl 1 2 + zPJ,(SAi)
m=
wo
ht 1 b
- gt — g e
p— 2mmay <x + 30 x’") o §m< BT §m>

m

2(x?+t—22§3)
+ Tmgt (22 +th2> + o

und @ (f) reell aber sonst willkiitlich ist. Fiir ¢ = 0 stimmt dies mit
der Heisenbergschen Formel fiir die kriftefreie Bewegung. Die Ampli-
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tude fiir £ kann man nun aus der Formel Jﬂ[(w)S(x, £)dx berechnen,
aber es ist wohl leichter zunichst

S (-Toa g) - J‘ S (1’0; x) S (=, g) dr

f;“ﬂV? { <+> ) — =50 e ) o 2]

(§ i mgt>2}_

zu berechnen und erst daraus A7 () = fZl[ (2g) S (g E) d e

£,
t m2 t ; 35
[ Gl 2 o0+ (6 ) i) 9)

exp

ma—Of

Die Erweiterung obiger Ergebnisse anf zwei bzw. drei Dimensionen
liegt auf der Hand. Die Bewegungen in senkrechten Richtungen sind, wie in
der klassischen Theorie, unabhéingig voneinander; die Wahrscheinlichkeits-
amplitude ist einfach das Produkt der Amplituden fiir die verschiedenen
Richtungen.

Diese Gleichungen zeigen, daf hier wieder, wie von Heisenberg
bei der kriftefreien Bewegung gefunden, alles wie in der klassischen
Theorie vor sich geht. Es breitet sich das z-Paket aus wie z. B. eine
Ladung Schrot, in welcher jedes Schrotkorn eine durch seine Anfangslage
und Bewegung bestimmte Bahn beschreibt, und die ganze Ladung sich
mit der Zeit ausbreitet infolge von Verschiedenheiten in diesen Anfangs-
bedingungen; diese Zerstreuung ist von der Fallbewegung ganz unab-
hingig. Die Bewegung des Elektrons kann man, wenn man es will, in
ganz derselben Weise auffassen, nur daf hier eine Wahrscheinlichkeit an
Stelle der Verteilung der einzelnen Schrotkérner tritt. Anfangs haben
wir Wahrscheinlichkeitskurven M (%) M[* (x,) fiir die Lage und M (£,)
M*(£,) tir den Impuls des Elektrons; setzt man nun diese als unabhingige
Wahrscheinlichkeiten an und berechnet daraus ganz klassisch die Wahr-
scheinlichkeitskurven fiir Lage und Impuls zur Zeit ¢, so bekommt man
genau die aus (34) und (3b) fir M (x) M* (x) und M (§) M* () hervor-
gehenden Ausdriicke. Das kann durch Rechnung direkt bewiesen werden,
leuchtet aber wohl durch folgende Uberlegung ohne Rechnung ein. Eine
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solche Rechnung muf sicher wieder eine Gaufsche Verteilung im Wahr-
scheinlichkeitspaket ergeben, und das Paketzentrum wird eine klassische
Fallbewegung ausfithren; das tut aber das Zentrum des in (34) und (85)
angegebenen Pakets, woftir

t 1
T = a'm+&‘§m—'§gt27 § = & —mgt.

Als neue Prizisionsmafle ergeben sich auch aus den Prizisionsmalien z,
und §; fiir die Anfangsvariablen genau die in (34) und (35) erscheinenden
Werte. Es miissen also die ganz klassisch berechneten , Wahrschein-
lichkeitspakete fiir das Elektron vollstindig mit den nach der Quanten-
theorie berechneten iibereinstimmen.

Der einzige Unterschied in der Quantentheorie gegeniiber der klassi-
schen liegt also in diesem Falle in der unumginglichen Unbestimmtheit
der Anfangswahrscheinlichkeiten. In der klassischen Theorie konnten
Anfangslage und Impuls mit beliebiger Genauigkeit gegeben werden. In
der Quantentheorie hingt die Bewegung ganz in der klassischen Weise
von den Anfangsbedingungen ab, aber die Unbestimmtheit in diesen selbst
118t sich nicht unter eine gewisse Quantengrenze herabdriicken. Eben
die Diffusion des Wahrscheinlichkeitspakets ist in diesem Falle wie bei
der kriftefreien Bewegung fiir diese Identitut des klassischen und des
quantentheoretischen Ergebnisses wesentlich.

B. Homogenes Magnetfeld. Es geniigt, die Bewegung in einer
dem Felde senkrechten Ebene zu verfolgen; die Bewegung parallel zum
Felde ist frei. Als Hamiltonsche Funktion nehmen wir:

m

1 2
H=s—@+m)+ FuE—xn+ 5@+,

H

wo %, y Koordinaten und §, % Impulse sind und @ — u, H = magne-
me

tische Feldstirke, efc — Elektronenladung in elektromagnetischen Ein-

heiten. Dann gelten:

; 1 o : © 1 .
x—;nj§+:5y, E—E‘l]—zmm X,

. 1 @ . © 1 .
y:qﬂ”"f“" 17:—-—2—5——Imcoy,
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deren Losungen sind:

1
:§(1+C)XO+%.},O Eo
;,§+

"707

1
y:—%%+?H@h—

m s

1
§= 5(1 +C)Eo+%ﬂo_Txo—7)1—m(1—‘c)yo’

m 6 m e S
n = EO 2 (1+c)7]0 ~'4-(1_0))(0_—1".}'0’
W0 § = sin@f, ¢ = cos @i Dann haben wir fiir die Transformations-

matrix S(wz,, y,; %, ¥): v
& d 0 1 s
{—[3%——{—(1—{—c)a—-]+§(1—}—c)xo+§yo—-x}S: 0,
m©

{_[_(1—@0 +s5 g ],—-;—wo—f-%(lJrC)yo—y}S: 0.

Die auf die iibliche Weise normierte Lisung ist:

im e 2
Sy, 905 2 y) = oY) Vi:

exp. |~ [ ) 8 ) - 25(L— ) oy — )
In dieser Form befriedigt die Losung auch die wmgekehrten Gleichungen
[vgl. (21) oben], die wir hier nicht anfithren.

Ist nun die Amplitude zur Zeit ¢t = O:

: (@ — Zm)*  (Yo— ym)” Zm
M (5, ¥ = Cgexp. {— 02x~2m — 02y?m — & (5 — )
2 i
2mi
7 Nm (yo—?/m)}y
so ist
M(z, y) = j'fM(wo, Yo) S (4, Yo3 ® y)day dy,
oder

Sm

]—i—@P

Mz, y) = C'exp.{ —

8
2staf + T 1 —ceP§f

. 9 9
(1—0)m+5y“3ym+—(1—0)7]m +ZQ
“l o ] ’ (36)

REETH
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wo P und @ reelle Ausdriicke sind, C’ die Zeit ¢ aber weder x noch y

enthilt, und . X

ani’ =

b=

2“%.
Die Koordinaten z, y der mittleren Lage oder des Paketzentrums sind

diejenigen Werte von z und y, die den reellen Teil des Exponenten Null
machen; man findet dafiir:

$ém

maow

1
b:?_)“(l"i_c)xm Bl ym+

S

1
— 5t 5 L+ —

3
|

Diese Gleichungen fiir die Bewegung des Paketzentrums mit den Anfangs-
werten %, Ym, Em, Ym besitzen genau dieselbe Gestalt wie obige Glei-
chungen fiir x, y, welche, als gewbhnliche Gleichungen betrachtet, die
klassische Bewegung eines Elektrons mit den Anfangswerten Zyr Yor E0r Mo
darstellen. Es fithrt also das Paketzentrum wieder, wie im elektrischen
Felde, einfach eine klassische Bewegung aus.

Auch stimmen wieder die Prizisionsmale mit den klassischen. Das
sieht man ara leichtesten, wenn man aus obigen Gleichungen fiir z, y die
Werte der in den Zihlern in (36) auftretenden Zusammensetzungen be-
- rechuet:

2(1 —

s — (1 —¢)y = sx0+—(W_C)§O,
2(1 —

(l—c)x—}—Sy_—:syo—]—(onc)no.

Wenn x;, &, y;, % die Prazisionsmafe fiir x, usw. sind, so sind die
klassisch berechneten quadrierten Prizisionsmafe fiir die genannten Zu-
sammensetzungen von x und y:

4 1 41 —e? |
( gl’ 52.7/12+(—2‘_2)“7]3y

m- o

522+

und diese stimmen mit den Nemnern (ohme Faktor 2) in (36) iiberein.

Es muf also wieder, wie im elektrischen Felde, die quantentheore-
tische Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir # und y vollstandig mit der
klassisch herechneten tibereinstimmen.

Sehr interessant ist es, daf das magnetische Feld die Zerstreuung
des Pakets, welche bei einem freien Elektron stattfindet, gerade aufhebt;
die Ausdehnung des Pakets unterliegt nur Schwankungen mit der doppelten
Larmorschen Frequenz w/2z. So ist es wieder in der klassischen

23 %
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Theorie: eine kleine Schar von Elektronen mit nahezu gleicher Ge-
schwindigkeit wiirde in einem homogenen Magnetfeld Kreise mit derselben
Winkelgeschwindigkeit: beschreiben.

C. Harmounischer Oszillator. Hier kann gesetzt werden im
eindimensionalen Falle:

0% m . 1 :
&8+ x4 x=—-§& &= —amyx,
Zw M
1 . .
X = xocosrot-kﬁﬁ)smmf,f = —amx,sinet + & cosat, ¢ (37)
1 .
Zo, = weoswt — — Esinwi,
0Om
also
s . 0 )
—sinwl ~— +z,cos@t —x; S = 0
{com ® 0w0+ 0 COR® J 7
{8 sin ta—{—xcosmt 2y S =0
om0 g L

hsin @t 2¢

S (%, ) = V o exp.{— on [(#® + 23 cotwt — 2w, csca)t}} .
Aus einem Anfangspaket (32) erhilt man dann

24 2
M(x):—COV rmow'na"z

hsinegt + 2ximz}lcosmt

(omas — @y, coswt — &, sinwt)? - P
€ Y P PN ) T3 (38)
2 [@*m® 2} cos® wt 4 £} sin’ 1]
wo
womh . 4 7 62 m®
P = Sxwad 5 (& — %y cOS @1) tanmt—#—————&ﬂx Ty COS@E)cosmt
ma? . Q9
_ﬂwh “Ensin2et —&m #*(o?m? ] cos’mt -+ E2sinw ) sin® .

Um zu § tberzugehen, berechnet man wieder am einfachsten

S (xy, &) = ‘f S(xy, 2) S (2, £)da —= V%[ S (%4, ©) exp. <I£—§>dx

und erst dann
ME) = [ M (z) 8 (2, &) dy;
so erhilt man:
&+ omaysinwt —Eycoswt) + i Q)

2wl aisin’ ot + Efcost mt] |

M (&) : C'exp{
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Die Gleichungen (37) sind auch in diesem Falle die klassischen, und es
erhellt wieder aus (88), daf das Zentrum des Pakets die klassische Be-
wegung ausfithrt:

.
X = X, cos@t + j—mmsinmt = Vx,fl + wi’:ﬁ sin (@t +9).  (39)

Die Prizisionsmale

&

2
@’ m

wf; = xfcos?wt + 5 sin® o, £l = w?m?alsin’ ot 4 £l cos? @t

sind auch wieder die sich klassisch aus (37) ergebenden. Also ver-
lsuft alles auch in diesem Falle genau wie nach der klassischen Theorie.
Es ist interessant, daf hier w?m?®zf; 4 £ — const ist, wihrend

<da 2 & = )—h-— gewihlt wurde)
2

B2 .
o? Pl gl = o0*m® — + (0?mPx] — ED?sin*wicos? ol

4 7°

Hier nimmt also #;;&, den Minimalwert h/2x nur zweimal in jeder
Schwingung an. Eine Ausnahme tritt nur dann auf, wenn w?m? 2} — £2,
in welchem Falle das Paket eine zeitlich konstante Ausdehnung besitzt; ein
solches Paket hat Schrodinger? ans seinen Eigenfunktionen zusammen-
gesetzt. Auch dieses Verhalten ist wieder ganz klassisch: eine kleine Schar
von Partikeln in demselben harmonischen Felde bleibt beisammen, aber
ihre Ausdehnung unterliegt im allgemeinen rhythmischen Schwankungen.

Merkwiirdig ist es, daB hier keine Spur von Quantisierung zutage
tritt; die Amplitude der Sinushewegung des Zentrums in (39) kann jeden
beliebigen Wert annehmen. Trotzdem kann man dies auch so auffassen,
daf sich die Partikel ,in Wirklichkeit“ stets in einem quantisierten Zu-
stand befindet, nur tritt dieser Sachverhalt erst durch eine Messung der
Energie als physikalische Tatsache in Erscheinung. Das kleinstmgliche
Paket ist dazu gerade grof genug: es ist durchschnittlich am kleinsten,

i
wenn ;£ = 2—% und wma; = &, und hat dann eine gesamte Aus-

h
2w m

dehnung von ungefihr
2 Ty — 2 V

Bei einer klassisch gerechneten ,quantisierten Bewegung® des Paket-
zentrums mit Quantenzahl » wire nach (39)

1 £2 1\ e
H = 5 w2m<x,i + w2m2> — (n + —2—>

2x

1 E. Schrodinger, Naturw. 14, 664, 1926.
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also etwa fiir die Amplituden an den Umkehrpunkten:

2y = ‘/()n—]—l) .

2 9 62

Offenbar ist der grofte Unterschied zwischen zwel aufeinanderfolgenden
Quantenbewegungen, nimlich derjenige zwischen denen fiir » = 0 und
n == 1, ungefdhr ebenso grofi wie das durchschnittlich kleinstmogliche
Paket. Allerdings kounte man die Grife des Pakets etwa am Ende
seines Ausschlags beliebig klein machen, dafiir aber besitzt es eine un-
geheure Grofie beim Durchgang durch den Mittelpunkt. Deshalb scheint
es mnatiirlicher und konsequenter zu sein, bei der Besprechung der
Bewegung iiberhaupt nicht von Quantisierung zu reden, sondern letztere
als eine Eigenschaft anderer Variablen, wie der Energie, zu betrachten.

Diese Ergebnisse lassen sich alle sehr leicht auf mehr Dimensionen
ibertragen; die in zwei senkrechten Richtungen erfolgenden Bewegungen
sind wieder unabhingig wie in der klassischen Theorie, und das Paket-
zentrum bewegt sich auf einer Ellipse beliebiger Grife und Gestalt.
Die Quantisierung betriftt wieder nur die Energie.

SchluBbemerkung. In den hier behandelten drei Fillen haben
wir keinerlei quantentheoretische Abweichung von den klassischen Er-
gebnissen gefunden. Die einzige quantenhafte Eigentiimlichkeit in solch
einfachen Féllen liegt in der durch das Heisenbergsche Unbestimmtheits-
gesetz festgesetzten prinzipiellen Unbestimmtheit der Anfangswerte. Dieser
Umstand liegt zweifellos daran, dab in den obigen Fillen die quanten-
theoretischen Liosungen der Bewegungsgleichungen der Form nach mit
den klassischen iibereinstimmen. Erst in Fillen, wo die Form dieser
Losungen durch die der Quantentheorie eigentiimliche nichtkommutative
Multiplikation beeinflufit wird, ist eine Abweichung von den klassischen
Ergebnissen zu erwarten, die nicht quantitativ durch einfache Tber-
tragung der Unbestimmtheitsrelation auf die klassischen Formeln ge-
wonnen werden kann.

Den Herren Professoren Bohr und Darwin bin ich fiir viele wert-
volle Diskussionen und Bemerkungen zu Dank verpflichtet. Herrn
Dr. Heisenberg michte ich auch fiir viele Anregungen und kritische
Urteile herzlichsten Dank sagen.




